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短裂纹随机行为与金属疲劳损伤的理论分析’ 
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摘 婪 近似求 解 了微裂纹 演化系统 随机 偏微分方程．结果表 明 

偏差正 比于其平均速率时 ，材料损伤不随裂 纹随机行为而变化．同 时， 

机渡动程度 的变化趋势 
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03 4~,J 
： 当裂纹扩展速 率的 随机 

还讨 论 了金属疲 劳损伤 随 

镪  
l 引言 

实验表明，金属材料在疲劳损伤初期处于短裂纹 阶段，此时裂纹尺度 与材料细观组织单 

元尺度相近[1 ．在这种情况下，材料 的损 伤行为不是由个别裂纹控制，而是 大量短裂纹共 同 

作用的结果．利用文献E2]提出的相空间内裂纹数密度守恒的理论来描述疲劳损伤过程，裂 

纹数密度演化可以由数密度守恒方程描述 ，经无量纲化 。 可得： 

罟 ( ，f)+三：A(c) (c， )]一 (c) (1) 

式 中c、t分别表示裂纹长度与时间}A(f)表示裂纹扩展速率 ；n(c， )表示裂纹数密度 ；m(c)表 

示单位时间内裂纹成核及裂纹之间相互作用引起的裂纹数密度变化，本文中仍称为裂纹成 

核率．以上各量 已无量纲化 ，无量纲 化系数 = ，其 中 nk、 、A 、d分别 为特征成核 

率、裂纹特征数密度 、特征扩展速率和特征尺度． 

考虑初始裂纹数密度 (c+0)一0的情况，并令裂纹起始扩展长度阚值为 o，由文献[2]可 

以得到无量纲裂纹数密度守恒方程[式(1)]的理论解： 

1 } 
n(c，f)=— l (f )dc (2) n 

4( l『_ 

其 中，rt(c+ )的含义为 ：设想 =0时刻存在一条尺度为 rt(c， )的裂纹 ，此裂纹按速率 A(f)扩 

展 ，则至 t时刻裂纹长度增加至 f．图 1是在设置有关参数后得到的不 同时刻裂纹数密度 与 

裂纹长度 的关系．从 图 1看出，裂纹数密度发展过程 中存在着“饱 和 现象 ，即随着疲劳进 程 

的进行 ，裂纹数密度分布 由小尺度 向大尺度逐渐收敛于一条稳态曲线 ‰(c)，在 图 1中，由虚 

线表示． 

以上涉及到的 A(f)、nu(c)均指平均量 +所得到的结果也具有平均上的意义．而事实上各 

个试样的行为存在着随机偏差 ．其分散程度往往是一个重要的材料性能指标．本文将讨论裂 

纹数密度分布 ，尤其是接 近 尺度区域裂纹数密度分布 的随机分散程度 与裂纹扩展速率、 

裂纹成核率的随机偏差之间的关系，从而讨论金属材料整体行为(例如材料 疲劳寿命 )随机 
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偏差的内在控制因素．并 探讨 金属材 

料损伤行为 的随机特征．这里 “是短 

裂纹过渡为长裂纹的临界尺度 ．当材 

料 中出现尺度 大于 “的裂纹时．就意 

味着疲劳损 伤发展到了长裂纹阶段． 

2 随机偏微分方程及其求解 

为了讨 论材料 整体 的随机行为， 

需要研究裂纹 数密度 分布，尤其是大 

尺度区域裂纹数密度分布和裂纹随机 

行为之间的关系．一般认为裂 纹随机 

行为由裂纹平均扩展速率和裂纹成核 

率的随机偏差来描述 ．设 ： 

A“)一 A 0)+ L(c)Wit) 

nuit)一 n,,oiC)+ Hit)Wn) 图 1 不同时刻裂纹数密度沿裂纹尺度的分布 

其 中 A(c)、 (f)分别为裂 纹扩展速 

率 和裂纹成桉率中的确定性部分 ，亦即数学期望值 ．Wit)为高斯 白噪声，Lit)、H(c)表示随 

机偏差与裂纹尺度的关系．将式(3)代入裂纹数密度守恒方程[式i1)3．并沿f离散化，可得： 

∽一 一 ∽+ _I( )+ 出+[日一 ㈤+ q )]把i4) 
其 中 J一1，2．3，⋯ ．(-) 一 ·it )，c 一盘 - ．△ 为一小的裂纹尺度步长 ，B为维拿 iWiener) 

过程．式(4)具有 I【0线性微分方程的形式 ．当随机偏差与均值相 比是小量时 ，式(4)右边 吩 

it)、nj一 it)中的随机部分可以忽略．将初始 时刻取为零 时刻，初始条 件设为 njiO)一0，记 码 

( )中的随机部分为 局( )，则方程(4)有解 ： 

啊c 一[ex f一 -』[exp ' Aj：s|][日一 c +譬而一 ]a8 cs 
式中积分指均方积分． 具有式i 2)的形式． 

3 讨论 

运用维拿积分的概念 ，由式(5)可以求出裂纹数密度随机部分 ( )的期望值 E{ (f)) 

和方差 D／hilt)) 

E{／bit))一 0 (6) 

州 川 一『I[e即f_ c⋯ 】1[H一 ㈩ 
参考 I~_ller： 根据实验观察提出的裂纹扩展 的两 阶段模型．考虑 f 附近尺度 区域内的裂 

纹扩展 ，设 ： 

A(c)一 及 Lic)一 d i8) 

其 中 、 、 为材料常数．根据一些 已发表的关于裂纹扩展速率的数据 ，可以对 口的量级 

进行估计 ：对于不同的材料 分布在 0．3～7之间．由式(8)和式(2)可 以得到 ； 

一  』 + ㈤[1一 ] (9) 
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短裂纹 向长裂纹转变的临界时间(即出现尺度大于 的裂纹 的时 间)主要与 “附近尺度 区 

域内的裂纹数密度演化有关 ]．在这一尺度区域内，裂纹成核率 nu(c)~O，故可以认为裂纹 

} 
成棱率的随机偏差 —0．将式(9)代人式(7)，令 (f，f)一0，并记 l， (f )de i ( 为单位时 

间内的裂纹成核总数)，以 ” 表示相应的随机偏差 ，可得 ： 
^ 

Ⅳ }lm 一 [ ( — )] (10) 
m  

其中 C 是 区分接近 0尺度 区域 和小尺度 区域 的临界尺度．式 (10)的推导中利用 了裂纹数密 

度接近稳态时exp(一 l一0．从式中可以看到，裂纹扩展速率的均值越大，接近＆，尺度区 

域内裂纹数密度随机偏差越小；裂纹扩展速率随机偏差越大，裂纹数密度随机偏差则越大． 

当疲劳损伤演化到短裂纹阶段的 

后期，损伤行为的随机波动程 度将 由 

- - - p=3侧~／24- ／／ ⋯ + ／ 
一 口一 ／ 

／ 
／  
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A THE0REnCAL ANALYSlS 0N STDCHASTIC BEHAⅥ oUR 0F 

SH0RT CRACKS AND FATl(：UE DAMAGE 0FⅣ匝TAI 

ao Yu Hong Youshi 

u曲 for n Mech．,at5 o G啸 i 埘6 rv~ia-Institute。 M虻h cs 

~'nese A日d y ofscimc ， 和 1OOO8O) 

A 岫·d In this paper．the clc~ed form of solution to the stochastic differential equation for 

fatigue crack evolution systems is derived，and the relationship between metal fatigue damage and 

crack stochastic behaviour is investigated．It is found that the damage extent of metals is indepen— 

dent of crack stochastic behaviour if the stochastic deviauon of crack growth_rate is directly Wopor— 

fional to its nm n value．The evolution of stochastic deviation 0f metal fadgue damage in the stage 

clc~e to firml fracture is alSO diseussed． 

Key words short cracks，crack numerical density，stochastic behaviour，fatigue damage． 

crack growth_rate 
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