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数值求解 Nav ier-Stokes方程的迎风
紧致差分格式
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摘　要: 从迎风紧致逼近[1 ] 出发,提出数值求解可压N avier2Stokes方程的一种高精度的数值方法。

利用 Steger2W arm ing的通量分裂技术[2 ]将守恒型方程中的流通向量分裂成两部分,在此基础上据风

向构造逼近于无粘项的三阶迎风紧致有限差分格式。对方程中的粘性部分采用通常的二阶差分逼

近。所建立的差分格式被用来数值求解了三维粘性绕流问题。
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0　引　言

近年来高精度差分格式的研究引起国内外的普遍重视,目的是更准确地模拟复杂流场的

流动。众所周知,传统的二阶 TVD 类格式虽然能较好地捕捉激波,但却存在局部极值点降阶

的问题,而且由于一些格式的数值粘性过大,当用该格式计算粘性流特别是高雷诺数问题时,

格式本身的数值粘性可能掩盖了流场的物理粘性,从而降低了格式对边界层的分辨率,因而无

法正确计算热流值。中心差分格式 (Beam 2W arm ing)在亚跨音速流动计算中已得到普遍应用,

但需加入人工粘性项才能使计算稳定,而人工粘性系数的确定具有较大的人为因素,给计算带

来了不确定性。另外在使用二阶精度格式计算复杂流场分离流动和热流计算等问题时,只有采

用足够密的网格才能满足要求。文献[3 ]指出,采用高精度格式可适当放松对网格雷诺数的要

求,因此发展三阶或三阶以上的格式是需要的。文献[4 ]对三阶迎风紧致格式进行了群速度控

制,使激波的分辨率得到了改进,优于通常二阶精度 TVD 格式。

本文在文献[4 ]的基础上给出了数值求解N S方程的迎风紧致有限差分格式。对于方程中

的无粘部分利用 Steger2W arm ing 的通量分裂技术将流通向量分裂成两部分,在此基础上据风

向构造逼近于无粘项的三阶迎风紧致格式。对方程中的粘性部分采用通常的二阶中心差分格

式。本文利用对Bu rgers方程边值问题的特征分析,研究了为正确模拟边界层内的流动特征对

网格雷诺数的限制条件。通过对超声速粘性绕流的数值模拟表明:迎风紧致格式具有良好的模

拟边界层特征的能力,结果是令人满意的。

1　模型问题的数值方法

　　考虑一维Bu rgers方程
5u
5t

+ K
5u
5x

=
52u
5x 2 的定常形式

u″(x ) - K u′(x ) = 0,　x ∈ [0, 1 ] (1a)
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u (0) = 1,　u (1) = 0 (1b)

这里 K 为大于零的常数。上述问题的理论解是

u (x ) = (ekx - ek ) ö(1 - ek ) (2)

随着K 的增加,一个很薄的边界层在 x = 1的附近发展起来。将区间[0, 1 ]N 等分,空间步长为

h = 1öN , x j = j h , j = 0, 1, 2,⋯,N。记 v j = v (x j ) ,定义如下差分算子:

∆0
x v j ≡ (v j+ 1 - v j - 1) ö2,　∆2

x v j ≡ v j+ 1 - 2v j + v j - 1

∆c
x v j ≡

∆0
x - 2Ε∆2

x

I - 2Ε∆0
x +

1
6

∆2
x

v j (3)

这里 ∆c
x 是迎风紧致差分算子。T aylo r展开后不难发现当 Ε≠ 0时, T. E. = O (h 3) ,当 Ε= 0时,

T. E. = O (h 4)。对 (1) 式中的一阶导数项采用迎风紧致算子∆c
x逼近,二阶导数项采用通常的二

阶中心差分逼近。这样处理是为了在三维流场模拟中简化计算,另外这样做也是完全合理的,

因为通常的TVD 格式之所以对边界层分辨率不高,主要就是对无粘项的逼近时带入了较大的

数值粘性,从而掩盖了其真实的物理粘性,因此,要提高对边界层的分辨率,主要是提高无粘项

的逼近精度。现在来讨论对应于 (1) 式的分析,相应的差分逼近式为:

∆2
x v j öh 2 - K õ ∆c

x v j öh = 0,　j = 0,⋯,N (4)

这里 v j≈ u (x j ) ,由 (3) , (4) 两式不难推出

1
6

- Ε v j+ 2 +
1
3

+ 2Ε-
1
2

- 2Ε hk v j+ 1 -

(1 + 4ΕhK ) v j +
1
3

- 2Ε+
1
2

+ 2Ε hK v j - 1 +
1
6

+ Ε v j - 2 = 0 (5)

上式的特征方程给出四个根: Κ= 1, Κ1, Κ2, Κ3; Κ1, Κ2, Κ3 满足的方程为

1
6

- Ε Κ3 +
1
2

+ Ε-
1
2

- 2Ε hk Κ2 -
1
2

- Ε+
1
2

+ 2Ε hK Κ-
1
6

+ Ε = 0

(6)

下面讨论在 Ε= 0时 (6) 式的根的情况,这时 (6) 式可写为

1
6

Κ3 +
1
2

-
1
2

hK Κ2 -
1
2

+
1
2

hK Κ-
1
6

= 0 (7)

这实际就是一阶导数项取四阶中心紧致逼近时的特征方程,相应的差分格式的数值解为

v j = A + B Κj
1 + C Κj

2 + D Κj
3 (8)

这里A ,B , C 和D 是常数。下面我们给出一个定理。

定理　对于逼近于 (1) 式的差分格式 (4) 式,当算子 ∆c
x 取为中心紧致差分算子时,数值解

是振荡的。

证明　令 Κ= 6 Λ -
1
6

+
1
6

L ,L = hK

这样 (7) 式可改写为

Λ3 + 3H Λ + G = 0 (9)

这里

H = -
1

36
L 2 +

1
36

L -
1

18
,　G = -

1
108

L 3 +
1

72
L 2 -

1
36

L +
1

54
(10)

据 T artag lia条件[ 5 ] ,当G 2 + 4H 3 < 0时,方程 (9) 的三个根是实根。由 (10) 式得G 2 + 4H 3 = -
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1
2162 (3L 4 + 12L 2 + 16) < 0恒成立,这就是说,无论L 为何值,方程 (9) 都有三个实根,那么方

程 (7) 也有三实根。

分析三次实多项式 f (Γ) =
1
6

Γ3 +
1
2

-
1
2

L Γ2 -
1
2

+
1
2

L Γ-
1
6

,方程 (7) 的三根

实际上是 f (Γ) 和 Γ轴的交点,不妨设此三点为 Κ1, Κ2, Κ3,并且 Κ1 ≤ Κ2 ≤ Κ3。

由 f ′(Γ) = 0得

Γ2 + 2 (1 - L ) Γ - (1 + L ) = 0 (11)

两根为 Α, Β。显然, Α+ Β= - 2 (1 - L ) , ΑΒ= - (1 + L ) ,L ≥ 0。这里我们看到ΑΒ< 0总是成

立的。这就是说, Α和Β总是异号的,总是存在小于0的根,不妨设Α< 0,显然存在关系Κ1≤Α≤
Κ2 ≤ Β≤ Κ3,这就是说方程 (7) 总有一根 Κ1 < 0,由 (8) 式容易看出该数值解是振荡的。证毕。

从该定理可以看到,为了克服数值振荡, 采用迎风紧致差分格式逼近一阶导数项是必要

的。为了简化计算,取 Ε= 1ö6,下面分析当 Ε= 1ö6时,对网格雷诺数的要求。这时的特征方程

为

2
3

-
1
6

hK Κ2 -
1
3

+
5
6

hK Κ-
1
3

= 0 (12)

　　考虑两种情况: 11hK ≥ 4, 2. hK < 4。

对于第一种情况,解是振荡的且不符要求。对于第二种情况不难得到它的两根分别为

Κ1 =
2 + 5hK + 25 (hK ) 2 + 12hK + 36

2 (4 - hK ) ,　hK < 4 (13)

Κ2 =
2 + 5hK - 25 (hK ) 2 + 12hK + 36

2 (4 - hK ) ,　hK < 4 (14)

　　 根据 Κ1 (hK ) 与 exp (hK ) 的逼近程度可大致估计 hK 的范围, 如 果 要 求

ûΚ1 (hK ) - exp (hK ) û
exp (hK ) ≤ 0. 185,这时 hK 可大约取为 3136。作为比较,我们给出对一阶导数项

采用通常的中心差分格式时对网格雷诺数的要求。这时的特征方程为

1 -
hK
2

Κ2 - 2Κ+ 1 +
hK
2

= 0 (15)

显然当 hK > 2时,两根为Κ1 = 1, Κ2 =
2 + hK
2 - hK

< 0,不符合要求, hK = 2时也不符要求。这时

对网格雷诺数的要求是 hK < 2。从这里可以看出采用三阶迎风紧致格式确实可以放宽对网格

雷诺数的要求。

2　三维可压缩 NS方程的数值方法

211　控制方程

在曲线坐标下,三维可压缩N S方程可写为

5Q
～

5t
+

5E
～

5Ν +
5F
～

5Γ +
5G
～

5Φ=
5E
～

v

5Ν +
5F
～

v

5Γ +
5G
～

v

5Φ (16)

其中

Q
～

= J - 1Q

E
～

= J - 1 [Νx E + Νy F + ΝzG ],　F
～

= J - 1 [Γx E + Γy F + ΓzG ],
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G
～

= J - 1 [Φx E + Φy F + ΦzG ],　E
～

v = J - 1 [Νx E v + Νy F v + ΝzG v ],

F
～

v = J - 1 [Γx E v + Γy F v + ΓzG v ],　G
～

v = J - 1 [Φx E v + Φy F v + ΦzG v ]

Q = [Θ, Θu , Θv , Θw , e ]T

E = [Θu , Θu 2 + p , Θuv , Θuw , (e + p ) u ]T ,

F = [Θv , Θuv , Θv 2 + p , Θvw , (e + p ) v ]T ,

G = [Θw , Θuw , Θvw , Θw 2 + p , (e + p )w ]T ,

E v = R e- 1 [0, Σx x , Σx y , Σx z , Σx x u + Σx y v + Σx zw + qx ]T ,

F v = R e- 1 [0, Σx y , Σy y , Σy z , Σx y u + Σy y v + Σy zw + qy ]T ,

G v = R e- 1 [0, Σx z , Σy z , Σz z , Σx z u + Σy z v + Σz zw + qz ]T.
且有

Σx x = Κ 5u
5x

+
5v
5y

+
5w
5z

+ 2Λ 5u
5x

,　Σx y = Λ 5u
5y

+
5v
5x

,　 Σx z = Λ 5u
5z

+
5w
5x

,

Σy y = Κ 5u
5x

+
5v
5y

+
5w
5z

+ 2Λ 5v
5y

,　Σy z = Λ 5v
5z

+
5w
5y

,　Σz z = Κ 5u
5x

+
5v
5y

+
5w
5z

+ 2Λ 5w
5z

,

qx =
Λ

(Χ- 1)M
2
∞P r

5T
5x

,　qy =
Λ

(Χ- 1)M
2
∞P r

5T
5y

,　qz =
Λ

(Χ- 1)M
2
∞P r

5T
5z

这里动力粘性系数Λ用Su therland公式给出Λ= T 3ö2 1 + C
T + C

, Κ满足Stokes假定 3Κ+ 2Λ= 0,

单位体积内总内能 e的表达式为 e =
p

Χ- 1
+

1
2

Θ(u 2 + v 2 + w 2) ,完全气体状态方程为 T =

ΧM 2
∞P öΘ。这里M ∞为来流马赫数, P r为普朗特数, Χ是比热比。对于空气,取 P r = 0. 72, Χ= 1.

4, C = 110. 4öT
3
∞。坐标变换 Jacob in 行列式为

J = 1öJ - 1 = 1ö[x Ν(y Γz Φ - y Φz Γ) - x Γ(y Νz Φ - y Φz Ν) + x Φ(y Νz Γ - y Γz Ν) ] (17)

212　差分格式

对N S方程采用隐式差分格式。令 ∃Q
～

= Q
～

n+ 1 - Q
～

n ,A
～

=
5E
～

5Q
～ ,B
～

=
5F
～

5Q
～ , C
～

=
5G
～

5Q
～ ,有

I +
∃Σ
2

(5ΝA
～

+ 5ΓB
～

+ 5ΦC
～

) ∃Q
～

= R H S (18)

差分格式 (18)中左端隐式部分采用特殊矩阵分裂法构造差分格式[ 6 ]。右端无粘通量采用三阶

迎风紧致格式:

2
3

∆c
ΝE
～

+
i, j , k +

1
3

∆c
ΝE
～

+
i- 1, j , k =

1
6

E
～

+
i+ 1, j , k +

2
3

E
～

+
i, j , k -

5
6

E
～

+
i- 1, j , k

1
3

∆c
ΝE
～

-
i+ 1, j , k +

2
3

∆c
ΝE
～

-
i, j , k =

5
6

E
～

-
i+ 1, j , k -

2
3

E
～

-
i, j , k -

1
6

E
～

-
i- 1, j , k

, ( i = 1, 2,⋯, I - 1) (19)

2
3

∆c
ΓF
～

+
i, j , k +

1
3

∆c
ΓF
～

+
i, j - 1, k =

1
6

F
～

+
i, j+ 1, k +

2
3

F
～

+
i, j , k -

5
6

F
～

+
i, j - 1, k

1
3

∆c
ΓF
～

-
i, j+ 1, k +

2
3

∆c
ΓF
～

-
i, j , k =

5
6

F
～

-
i, j+ 1, k -

2
3

F
～

-
i, j , k -

1
6

F
～

-
i, j - 1, k

, ( j = 1, 2,⋯, J - 1) (20)

2
3

∆c
ΦG
～

+
i, j , k +

1
3

∆c
ΦG
～

+
i, j , k- 1 =

1
6

G
～

+
i, j , k+ 1 +

2
3

G
～

+
i, j , k -

5
6

G
～

+
i, j , k - 1

1
3

∆c
ΦG
～

-
i, j , k+ 1 +

2
3

∆c
ΦG
～

-
i, j , k =

5
6

G
～

-
i, j , k+ 1 -

2
3

G
～

-
i, j , k -

1
6

G
～

-
i, j , k - 1

, (k = 1, 2,⋯, K - 1) (21)
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这里 ∆c
Ν, ∆c

Γ, ∆c
Φ分别是 Ν, Γ, Φ方向的迎风紧致算子。这样通过正负两个方向扫描即可求得

∆c
ΝE
～
±
i, j , k , ∆c

ΓF
～
±
i, j , k , ∆c

ΦG
～
±
i, j , k。计算中采用了 Steger2W arm ing 方法对无粘通量进行分裂。边界上采用

二阶偏斜格式。

E
～
±= A
～
±Q ,　A

～
±= R Ν+±Ν R

- 1
Ν

F
～
±= B
～
±Q ,　B

～
±= R Γ+±Γ R

- 1
Γ

G
～
±= C
～
±Q ,　C

～
±= R Φ+±Φ R

- 1
Φ (22)

在利用 Steger2W arm ing 通量分裂技术时,为了避免在声速点出现振荡,对 Jacob i矩阵的特征

值做如下修正: Κ±i =
1
2 Κi ± Κ2

i + ϑ2 (k
2
x + k

2
y + k

2
z ) 式中ϑ为一小量, k分别对应于Ν, Γ, Φ1

为了抑制流场中的非物理振荡,采用文[4 ] 中的U CGV C 格式捕捉激波。

213　边界条件

流场边界由物面、外边界、对称面和出口流场组成。物面采用速度无滑移及恒温壁条件,物

面 压力 P 由物面法向动量方程在物面上的蜕化形式求出 5p ö5n = 0。对称轴采用周向平均处

理。对称面采用对称条件。外边界采用自由来流条件。出口流场参数采用一阶外推。

214　计算结果及分析

本文分别计算了采用迎风紧致格式在不同网格雷诺数下的驻点热流值,并与 Fay2R iddell

估算值[ 7 ] 进行了比较,证实了前面的结论。在本文的球头绕流计算中,计算条件为M ∞ = 7. 0,

R e∞ = 1. 48× 105, T ∞ = 67K , T w = 300K ,网格点为 19× 31× 151这里定义波后网格雷诺

数R e∃x ,

R e∃x =
R e∞

Χ 1 +
Χ- 1

2
M

2
∞

∃x (23)

其中R e∞,M ∞为来流的雷诺数和马赫数, Χ是比热比,Q 0 是驻点热流值。表 1给出了采用迎风

紧致格式求解N S方程给出的球头驻点热流值与文献[7 ] 中估算值的比较。

表 1　结果比较

网格雷诺数Re∃x 计算值Q 0 Fay2R iddell　Q 0

迎风紧致格式 7. 99 3. 72× 10- 3 3. 83× 10- 3

迎风紧致格式 2110 3. 83× 10- 3 3. 83× 10- 3

耗散比拟法 7. 99 2. 32× 10- 3 3. 83× 10- 3

耗散比拟法 2. 10 3. 75× 10- 3 3. 83× 10- 3

　　从表 1中可以明显看出采用迎风紧致格式能在较大的网格雷诺数下较好地计算驻点热流
值,这当然是迎风紧致格式的数值粘性较耗散比拟法小带来的改进。

在对双子星座飞船绕流问题的求解中,网格流向取 62个网格点,法向为 41个网格点,周

向 0°～ 180°内为 21个网格点。图 1给出了攻角为Α= 20°时,迎风紧致格式和二阶耗散比拟法

得到的物面表面流态,同时给出了在这一攻角下的实验照片,从结果可明显地看出迎风紧致格

式的计算结果可清晰地分辨出背风区的龙卷涡,而二阶耗散比拟格式并不明显。迎风紧致格式

确实比二阶耗散比拟格式在对分离区的分辨率上有了提高,这无疑也是二阶耗散比拟格式数

值耗散过大的原因造成的。
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图 1　物面表面流态和实验油流图 (Α= 20°)

3　结　论

本文基于迎风紧致格式求解了三维可压缩N S方程。数值实验表明,该格式对流场中的边

界层有较高的分辨率。由于格式本身的数值耗散较二阶格式小,在对热流计算和三维大尺度分

离流动的模拟中,结果是令人满意的。
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A h igh order accura te upw ind com pact schem e for

solv ing Nav ier-Stokes equa tion s

ZHU Q ing2yong1,　M A Yan2w en2

(1. Zhongshan U niversity, Guangzhou 510275, Ch ina; 2. Institu te of M echanics, Ch inese A cadem y of Sciences,

Beijing 100080)

Abstract: A upw ind com pact schem e [ 1 ] fo r so lving com p ressib le N avier2Stokes equat ion s is

described in th is paper. Fo r the inviscid po rt ion of the N avier2Stokes equat ion s the flux

vecto rs are sp lit by u sing Steger2W arm ing’s flux vecto rs sp lit t ing techn ique [ 2 ]. T he flux

vecto rs are app rox im ated by u sing the upw ind com pact schem e. Second o rder accu ra te

d ifference app rox im at ion is u sed fo r the viscou s po rt ion. O b ta ined difference schem e is u sed

to so lve 32D flow fields around a veh icle.

Key words: upw ind com pact schem e; N S equat ion s
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