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摘　要: 将弹性力学中的 H ellinger2R eissner 变分原理推广到偶应力理论中, 并以罚函数的形式引入其约束条

件, 提出了一种有效的杂交ö混合单元。文中分别分析了带中心小孔平板在轴向均匀加载时的应力集中情况, 以

及含中间裂纹的无限平板单轴拉伸时的位移场和应力场。算例表明, 该单元计算效率高, 精度好, 即使在材料本

征长度很小时, 仍然能够得到相当理想的结果。
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1　引　言

偶应力理论是微极理论的一个特例, 最早由

Co ssera t 两兄弟[1 ]于 1909 年提出, 因此又被称为

Co ssera t 理论。随后 Toup in [2 ] , M indlin [3, 4 ] , E rin2
gen [5, 6 ]等人对该理论作了进一步的发展和完善。

微极理论中, 体内每一点上除了位移自由度

外, 还存在独立的转动自由度, 这样连续体内的转

动将由宏观转动 Ξi 和微转动 <i 组成。除了经典连

续统力学中的应力分量外, 偶应力分量 Λi 也出现

在该理论中 (如图 1) , 因此当确保微元体转动平衡

时, 应力张量是可以不对称的。作为微极理论的一个

特例, 偶应力理论要求微转动 <i 和宏观转动 Ξi 相等。

连续统力学基于所有物体都具有连续分布的密

度这一基本假设, 并没有考虑到偶应力的影响。大多

数情况下, 该假定在实验中都得到了验证。但是, 越

来越多的事实表明经典连续统力学有着明显的局

限性。例如, 大应变梯度范围的疲劳行为无法用经

典连续统力学解释[7 ]; 又如, 按照传统的塑性理论,

同一材料大试件与小试件的拉伸或扭转应力2应变

曲线是相同的, 而 F leck 等[8 ]在细铜丝的扭转试验

中却观察到, 当细铜丝的直径从 170Λm 减小到

12Λm 时, 无量纲的扭转硬化增加了 2 倍。现在知

道, 要不要考虑偶应力的影响很大程度上依赖于一

个新的材料常数 l, 它具有长度量纲, 被称之为材

料本征长度 (对于理想连续体, l= 0)。当所讨论物

理现象的特征尺度 (如外载荷具有光滑分布区域的

尺寸、波长、裂纹长度等)可以与材料本征长度相比

较时, 偶应力的影响必须考虑在内。

相比经典弹性体, 偶应力弹性体具有更多的材

料常数, 迄今, 只有少数的平面问题有了解析

解[4, 9, 10 ]。经典连续统力学中提出的各种变分原理

以及有限元方法在偶应力问题中的应用也不多。在

H errm ann [11 ]和W ood [12 ]等几篇探讨偶应力问题有

限元方法的论文中, 所采用单元或者数值性能并不

理想, 或者计算效率较低。

偶应力问题的有限元分析, 其复杂性首先在于

单元位移试解更高的连续性要求, 应力不仅和应变

相关, 还和应变梯度相关, 所以要求位移试解 u∈

C
1, 类似的问题可以从大量的板壳理论的有限元分

析[13, 14 ]中得到启发。另外, 不同于经典弹性理论以

及微极理论, 偶应力理论的应力分量在本构关系中

并不都是确定的, 因此考虑平衡方程时, 还应该注

意到不确定的应力分量。

本文首先介绍了平面偶应力理论的基本概念,

然后基于 H ellinger2R eissner 变分原理[15 ]提出了

一种新的单元模式, 通过计算轴向均匀加载时, 带

中心小孔无限平板的应力集中情况, 对单元作了验

证, 并和已有的单元进行了比较。最后分析了理想

裂纹尖端的应力分布, 以及裂纹侧面的位移场。

2　偶应力理论

本节给出了平面问题下, 偶应力理论的基本方

程。在必要的地方, 还提到了微极理论, 从而对偶应

力理论的本构关系中切应力分量的不确定性有更

为直观的认识。
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2. 1　应力和平衡方程

图 1 列出了平面微元体的各个应力分量, 可以

看出它在经典弹性理论的基础上增加了偶应力 Λx

和 Λy. 偶应力理论与微极弹性理论的平衡方程是

一致的, 不计体力和体力偶时:

Ρx , x + Σy x , y = 0 (1a)

Σx y , x + Ρy , y = 0 (1b)

Λx , x + Λy , y + Σx y - Σy x = 0 (1c)

　　 显然, 由于偶应力的出现, 式 (1c) 中 Σx y 和 Σy x

不再恒等。习惯地将切应力写成对称分量Σs 和反对

称分量 Σa 两部分:

Σs = (Σx y + Σy x ) ö2, 　Σa = (Σx y - Σy x ) ö2 (2)

在经典弹性理论中, Σs = Σx y = Σy x , Σa = 0.

2. 2　应变位移关系

微极弹性理论以及偶应力理论的应变位移关

系中, 正应变和切应变都可以写成:

Εx = u , x , 　Εy = v , y , 　Χx y = v , x + u , y (3)

　　由于微转动自由度 <的出现, 新定义了两个弯

曲应变分量:

ϑx = <, x , 　ϑy = <, y (4)

在偶应力理论中, 假定微转动 <和宏观转动 Ξ 相

等:

< = Ξ = (v , x - u , y ) ö2 (5)

将此关系代入式 (4) 中, 得到弯曲应变分量:

ϑx = Ξ, x =
52v
5x 2 -

52u
5x 5y

ö2 (6a)

ϑy = Ξ, y =
52v

5x 5y
-

52u
5y 2 ö2 (6b)

2. 3　本构关系

平面偶应力弹性理论的本构方程可以用柔度

矩阵C 和 F 表示为

Ε= CΡ, 　ϑ= F Λ (7a)

其中

Ε= [Εx , Εy , Χx y ]T , 　ϑ= [ϑx , ϑy ]T (7b)

Ρ = [Ρx , Ρy , Σs ]T , 　Λ= [Λx , Λy ]T (7c)

对于各向同性材料, 平面应变状态下, 柔度矩阵为

C =
1 + v

E

1 - v - v 0

- v 1 - v 0

0 0 2

F =
1

4B

1 0

0 1
(8)

其中 E 为杨氏模量, v 为泊松比, 而B 是一个新的

弹性常数, 被称之为弯曲模量, 它和材料本征长度 l

的关系为

B = l2G = l2 E
2 (1 + v )

(9)

在本构方程 (7) 中, 切应力的反对称部分 Σa 并没有

出现, 原因可以作如下解释。E ringen [6 ] 定义的微极

应变张量:

eij = u j , i - Εij k <k (10)

令 U Σ 表示与切应力 Σx y 和 Σy x 相关的应变能密度,

则有

U Σ = Σx y ex y ö2 + Σy x ey x ö2 (11)

由式 (2) , 式 (3) , 式 (5) , 可以得到

U Σ = ΣsΧx y ö2 + Σa (Ξ - <) (12)

因为偶应力理论 Ξ - < = 0, Σa 将不会出现在应变

能密度U Σ 中, 因此也消失在本构关系里。从这个意

义上说, Σa 是不确定的。

3　有限元方法

偶应力问题的C 1 阶连续性要求和 Σa 的不确定

性使得我们必须寻求较为特殊的有限元方法 (相对

于通常使用的位移元来说)。本节将弹性力学中的

H ellinger2R eissner 变分原理推广到偶应力理论

中, 并从二变量的杂交 ö混合元出发推导有限元方

程。因为应力试解无须预先满足平衡方程, 因此可
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以在局部 ö自然坐标中定义, 同时也避免了讨论 Σa

的不确定性。偶应力理论的H 2R 泛函为

∏H R
= κ8

-
1
2

(ΡTCΡ + ΛT F Λ) +

(ΡT Ε+ ΛT ϑ) d8 - ∫S Ρ

(uT t
-

+ <M ) ds

(13a)

　　在 S u 上: u - u
- = 0, 在 S < 上: < - <

-

= 0

(13b)

偶应力理论中 Ξ - < = 0, 利用罚函数将该约束引

入上式, 得到修正的H 2R 泛函:

∏m H R
= ∏H R

+
Α
2 κ8

(Ξ - <) T (Ξ - <) d8

(Α为一大数)　　 (14)

令

U = [u, <]T , Ε= L 1U , ϑ= L 2U , Ξ - < = L ΑU

(15)

　　单元的离散化遵循一般的步骤[16 ] , 位移试解

和微转动自由度试解均采用八结点等参形函数

N i, ( i = 1, 2, ⋯, 8) :

U = N q = [N 1 I 3,N 2 I 3, ⋯,N 8 I 3 ]q (16)

应力试解和偶应力试解的离散化在局部 ö自然坐

标中取完全一次式:

Ρ = Ω1Β1, 　Λ= Ω2Β2 (17)

则有

B 1 = L 1N , 　B 2 = L 2N , 　B Α = L ΑN (18)

泛函式 (14) 可化为如下形式:

∏m H R
= -

1
2

Β1

Β2

T

H
Β1

Β2

+
Β1

Β2

T

Gq +

Α
2

qT KΑq - qTQ (19a)

其中

H = κ8

ΩT
1CΩ1 0

0 ΩT
2 F Ω2

d8 , G = κ8

ΩT
1B 1

ΩT
2B 2

d8

(19b)

KΑ = κ8
B T

ΑB ad8 , 　Q =∫SΡ
N T t

-

M
ds (19c)

上述泛函分别对 Β=
Β1

Β2

和 q 作一次变分, 得到

Gq - H Β= 0 (20a)

GT Β+ ΑKΑq - Q = 0 (20b)

最后的单元刚度矩阵为

K = GTH - 1G + ΑKΑ (21)

显然, 这是一个对称阵。

将罚函数用于有限元法有一定的困难[16 ] , 首

先在于矩阵 KΑ上的强加奇异性, 同时又要求 K 是

非奇异的。本文通过降阶积分来引入奇异性, 对 KΑ

采用四点高斯积分即可, 而对K 的其它项可以采用

九点高斯积分。其次是 Α的选择, 理论上 Α越大, 约

束条件满足得越好, 但实际上, Α大到一定程度时,

方程就开始表现出病态, 这里取 Α= 1042105.

用H 2R 原理来推导的杂交应力元, 位移 (微转

动 ) 试解只要求 C 0 阶连续, 本单元采用的

Serendip ity 函数族就可以满足。但因为在假定的广

义力和广义位移试解组中可能包含相互不做功的

成分, 导致出现零能模式 (ZEM )。对此国内外学者

们开展了一系列研究工作, 如Babu ska 和B rezzi把

H 2R 变分原理化为数学上的鞍点问题, 由此提出的

收敛准则, 被称之为B2B 条件。这种极值形式的不

等式约束不便直接应用于有限元的稳定性分析, 本

文根据吴长春[17 ] 从力学观点出发分析 ZEM 问题

的方法对本单元的可靠性进行了验证。

零能模式分成两类: 零能位移模式ZEM (u ) 和

零能应力模式ZEM (Ρ)。基于H 2R 原理的杂交元不

会产生 ZEM (Ρ)。记扣除单元刚体运动后, 余下的

单元位移 (微转动) 参数为 q3 , 吴长春得到了单元

无 ZEM (u ) 的充要条件, 称之为杂交 ö混合元的保

秩条件。

ΒTG 3 q3 = 0, 　Π Β∈ {Β}] q3 = 0 (22)

即 G 3 q3 = 0] q3 = 0 (23)

它的一个必要条件, 要求参数匹配满足:

d im (Β) ≥ dim (q3 ) (24)

　　本单元中 dim (Β) = 15, d im (q) = 24, 扣除刚

体位移要求的 3 个约束和罚函数满足的 8 个约束

(<i= Ξi, i= 1, 2, ⋯, 8) , d im (q3 ) = 13 < d im (Β) , 因

此单元满足参数匹配条件。

924　第 4 期 肖其林, 等: 偶应力问题的杂交ö混合元分析

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



更严格的保秩条件, 可以通过对单元的特征值

进行检验而得到保证。设

U 3 = [u　v　<]T = N 3 q3 (25)

其中 q3 为引入刚体位移约束和罚约束后的结点

位移和微转动参数。

q3 = [u1 v 1 u2 v 2 u3 v 3 u4 v 4 u5 v 5 u6 v 6 u7 ]T

(26)

G 3 =∫
1

- 1∫
1

- 1

ΩT
1 (L 1N 3 )

ΩT
2 (L 2N 3 )

dx dy (27)

　　计算出 (GT
3 G 3 ) 的特征值, 它们均大于0, 即矩

阵是正定的, 保秩条件满足, 所以本单元是稳定的。

下面考虑单元的典型集合体 —— 小片的稳定

性。如前所述, 基于 H 2R 原理的单元只可能出现

ZEM (u )。这时单元的集合将同时产生两个方面的

效果: 一方面, 相邻单元公共结点处的位移 (微转

动) 连续约束有可能抑制存在于单个元中的某些

ZEM (u ) ; 另一方面, 相邻单元公共结点处的应力

(偶应力) 连续 (即平衡约束) 则可能放松单元位移

的约束, 从而引发某些新的 ZEM (u ) 出现。但基于

H 2R 原理的杂交元, 由于应力 (偶应力) 试解与单

元是一一对应的, 不存在相邻单元间的平衡约束,

单元的集合将不会引发新的ZEM (u ) 出现, 因此本

单元分片的数值稳定性是可以保证的。

4　算　例

H errm ann [11 ] 和W ood [12 ] 分别用基于势能原

理和余能原理的混合有限元方法分析了偶应力对

带中心小孔无限平板轴向均匀加载下的应力集中

的影响。本节中, 采用上节基于H ellinger2R eissner

原理得到的单元模型分析该算例, 结果相当理想,

程序实现也非常容易。随后还用该单元第一次数值

分析了偶应力理论下含理想裂纹的单轴加载平板,

在裂纹尖端附近的应力场和裂纹侧面的位移场。

算例 1　带中心小孔无限平板的轴向加载

算例 1 考虑的平板长宽为 0. 32 × 0. 32, 小孔

半径 0. 01, 此时平板边长和小孔的比值已可以近

似看作无限大了。由于对称性, 取四分之一平板来

分析, 有限元网格的划分如图 2, 共有 49 个八结点

单元, 文献[ 12 ] 中用了 49 个九结点单元以及 30 个

二次边界元。

　　在经典弹性理论中, 带小孔无限平板单轴拉

伸时的应力集中因子为 31 从表 1 可以看出, 由于

偶应力的存在, 应力集中因子减小了。

表 1　x 向单轴拉伸时的应力集中因子

(Ρm axöΡp , Η= 90°, r = a , v = 0. 3)

T ab. 1　Stress concen tra t ion facto r a round a

circu la r ho le under ten sion in X direct ion

(Ρm axöΡp , Η= 90°, r = a , v = 0. 3)

aöl 0. 5 0. 5 1 2 3 3 5

B 值 30. 769 7. 6923 1. 9231 0. 8547 0. 30769 0. 07692 0. 000769

理论解 1. 924 2. 067 2. 336 2. 529 2. 744 2. 913 ≈ 3. 0

有限元解 1. 941 2. 084 2. 352 2. 543 2. 751 2. 911 2. 974

误差 (% ) 0. 94 0. 82 0. 68 0. 55 0. 26 0. 07 0. 87

表 2　x 向单轴拉伸时, 小孔周围的应力分布

(Ρx öΡp , Η= 90°, v = 0. 3)

T ab. 2　Stress d ist ribu t ion around a circu la r

ho le under ten sion in X direct ion

(Ρx öΡp , Η= 90°, v = 0. 3)

röa
aöl = 1

理论解 有限元解 误差 (% )

aöl = 10

理论解 有限元解 误差 (% )

1. 00 2. 067 2. 084 (2. 070) 0. 82 (0. 15) 2. 913 2. 911 (2. 939) 0. 07 (0. 89)

1. 10 1. 913 1. 948 (1. 929) 1. 83 (0. 84) 2. 422 2. 512 (2. 513) 3. 71 (3. 76)

1. 20 1. 785 1. 799 (1. 785) 0. 78 (0. 00) 2. 074 2. 085 (2. 082) 0. 53 (0. 39)

1. 35 1. 634 1. 663 (1. 650) 1. 77 (0. 98) 1. 733 1. 781 (1. 804) 2. 77 (4. 10)

1. 50 1. 518 1. 524 (1. 513) 0. 40 (0. 33) 1. 524 1. 509 (1. 527) 0. 98 (0. 20)

1. 75 1. 381 1. 404 (1. 396) 1. 67 (1. 09) 1. 326 1. 352 (1. 383) 1. 96 (4. 30)

2. 00 1. 288 1. 286 (1. 278) 0. 16 (0. 78) 1. 221 1. 201 (1. 231) 1. 64 (0. 82)

2. 50 1. 176 1. 193 (1. 191) 1. 45 (1. 28) 1. 119 1. 133 (1. 162) 1. 25 (3. 84)

3. 00 1. 115 1. 111 (1. 106) 0. 36 (0. 81) 1. 074 1. 066 (1. 092) 0. 74 (1. 68)

　　注: 括号内的数据为文献[ 12 ] 的计算结果。

表 2 将本文提出的单元和文献[ 12 ] 中的单元

计算结果作了比较, 两者都能够得到相当理想的精

度, 而且边中结点的计算误差要比角结点大一些。

文献[ 12 ] 中, 当 aöl = 10 时, 相比 aöl = 1, 有限元

解的精度明显有所降低, 而本单元并没有出现这种

趋势。文献[ 12 ] 为了避免八结点 Serendip ity 元在

处理 l 很小的偶应力问题时的发散情形, 对部分场
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变量采用了九结点L agrange 元离散, 但是这些增

加的自由度并不能提高单元的精度。同时, 由于边

界元自由度的出现, 单刚不对称, 计算效率也因此

大大降低。

文献 [ 11 ] 用四种混合元计算了纯剪状态下,

aöl = 2, v = 0. 3 时的应力集中因子, 理论解是

2. 671. 在网格一直加密趋势下, 它们的有限元解分

别 为 2. 451 (8. 24)、2. 456 (8. 05)、2. 482 (7. 08)、

2. 472 (7. 45) , 括号里是误差的百分数。这几种单元

的精度都不高。若采用本文提出的方法, 49 个单元

时, 计算结果为 2. 700 (1. 09) , 当单元加密到 104 个

时, 有限元解为 2. 675 (0. 15)。

算例 2　含中间裂纹的单轴加载无限平板

算例 2 考虑的平板如图 3 (a) , 取其四分之一,

按图 3 (b) 网格划分, 共有 235 个单元。泊松比 Μ=

0, 0. 25, 0. 49 时, 分别计算出不同 Κ= löa 时的结

果。

三种泊松比下, 裂纹中心处 y 向位移相对于经

典弹性理论解的比值, 随Κ的函数变化曲线如图 4.

可以看出, Κ增大时, 裂纹的最大张口 (中心处) 和

经典弹性解的比值单调减小, 而且这种趋势随泊松

比Μ变小, 愈发显著, 但是当Κ趋向于无穷大时, ΜöΜ°

将会达到一个极限值。Sternberg 等人[10 ] 给出了偶

应力弹性体中裂纹问题的部分解析解, 但公式非常

复杂, 需要借助于计算机才能得到近似的解析解。

在经典弹性理论里, 裂纹线方向上裂纹尖端附

近的y 向位移和 r 呈大致的线性分布, 而尖端前

沿的 y 向应力和 r 近似呈反比。偶应力理论中 y

向位移分布也有相似的特点, 如图 5, 只是斜率变
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小了, 而且材料的微观特性越明显 ( löa 越大) , 曲线

越平滑, 位移越小。图 6 是裂纹尖端前沿的 y 向应

力场, 偶应力理论和经典弹性理论的曲线大致重

合, 因此可以推断, 偶应力理论中裂纹根部侧向应

力奇异性的阶数, 与经典弹性理论同为O (r- 1
2 )。为

了了解偶应力沿裂纹方向上的主要影响区域, 将图

6 用另一种形式表现, 如图 7, Ρ0
y 是对应的经典弹性

有限元解。可以看到, 由于偶应力的存在, 裂纹尖端

的应力集中加剧, 而且 löa 越小, Ρy öΡ0
y 越大。只是偶

应力的这种影响主要集中在裂纹尖端附近的一个

小区域内, 尺寸大约为 l. 随着 löa → 0, 该区域内的

Ρy öΡ0
y 趋向一个大于 1 的极限值, 而此时该区域的

尺寸也将趋于 0, 因此从经典弹性理论向偶应力理

论过渡时, 裂纹根部的 Ρy 变化是不连续的。

5　结　论

1. 基于 H ellinger2R eissner 变分原理, 本文提

出了一种新的偶应力问题的杂交ö混合元方法, 并

用罚函数引入偶应力的约束条件。它可以方便地从

已有的经典弹性程序中移植过来, 较已有的单元模

式, 该方法推导思想简练, 程序实现容易, 计算效率

明显提高。将其应用在带中心小孔无限平板的轴向

均匀加载分析中, 结果相当理想。

2. 关于含裂纹平板的数值分析, 本文得到了一

系列裂纹面上位移场和应力场的分布图, 文献[ 10 ]

对该问题的解析解作了部分探讨, 可以看到裂纹中

心处 y 向位移随材料本征长度的变化曲线和解析

解符合得很好 (如图 4)。文献[ 18 ]得出弹性情况下

应变梯度在 I 型裂纹尖端的主要影响区域大小为

l, 本文结果与此相一致。

3. 从两个算例中发现, 偶应力的存在对圆孔周

围的应力集中有明显的缓解作用, 而在裂纹尖端附

近反而导致应力的增大。正是因为这个原因,

Itou [9 ]对两者之间的过渡情形——椭圆孔周围的

应力集中进行了分析。由于篇幅的关系, 本文没有

进一步探讨该问题。
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Hybr idöm ixed f in ite elem en t ana lys is of couple- stress problem s

X iao Q ilin, 　L ing Zhong, 　W u Yongli3

(Sta te Key LNM , Institu te of M echan ics, Ch inese A cadem y of Sciences,Beijing 100080, Ch ina)

Abstract: In th is paper the H ellinger2R eissner varia t ional p rincip le in classica l elast icity is ex tended to

coup le2st ress theo ry. Based on the genera lized varia t ional p rincip le, a new effect ive hyb ridöm ixed fin ite

elem en t m ethod fo r coup le2st ress theo ry is pu t fo rw ard and its con stra in t is in t roduced by a penalty

funct ion techn ique. In addit ion, the single elem en t stab ility condit ion s and its patch stab ility test are

d iscu ssed. Farther the verif ica t ion fo r the elem en t eigenvalues m akes su re that the p resen t mo thod is

reliab le. Tw o num erica l examp les are given: the st ress concen tra t ion around a cen tra l circu lar ho le in a

un ifo rm ly ax ia lly loaded field, and the disp lacem en t and stress f ields around a crack in an infin ite p la te of

un i2ax ia l ten sion. T he num erica l resu lts show that the p resen t m ethod has h igh eff iciency and good

accu racy. T he con siderab ly sa t isfying resu lts can be ob ta ined, even if the characterist ic length is very

sm all.

Key words: coup le2st ress theo ry; hyb ridöm ixed fin ite elem en t; penalty funct ion; stab ility condit ion
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