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摘要 　　采用严格考虑微裂纹相互作用的分析方法 ,针对微裂纹随机分布和平行分

布两种情况 ,计算了无限大体中代表性体元 ( RV E) 的有效弹性模量 ,并与其他细观

损伤理论所得结果和试验结果进行了比较. 数值计算结果表明 ,所用方法简单精确 ,

对求解多裂纹体问题非常有效.
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在诸如陶瓷基复合材料、陶瓷、岩石、混凝土和玻璃等脆性材料中 ,常常弥散分布大量的微

裂纹. 这些微裂纹的存在在很大程度上削弱了材料的强度和刚度 ,因此在材料科学、力学和工

程技术界引起了广泛的关注. 许多研究者对微裂纹损伤进行了研究 ,如不考虑微裂纹之间相

互作用的 Taylor 模型方法 (又称稀疏分布方法) 、间接考虑微裂纹相互作用的方法 (如自洽方

法[1 ] 、广义自洽方法[2 ] 、微分方法[3 ]和 Mori2Tanaka 方法[4 ]等) . 由于不考虑或间接考虑微裂

纹相互作用的方法没有考虑微裂纹的位置和尺寸 ,因此只能适用于微裂纹密度较小的情况 ,最

多适用于中等密度的情况 ,并且无法对材料的损伤断裂性能及其过程进行有效的分析. 为了

计算微裂纹密度较高情况下的有效模量 ,分析材料损伤演化直至断裂的全过程 ,有必要直接考

虑微裂纹的相互作用. Kachanov[5 ]提出了考虑微裂纹相互作用的伪面力法 ,此方法的优点在

于方法简便 ,可适用于微裂纹密度较高的情况 ,但此方法采用了裂纹面面力平均 ,是一种一阶

近似的方法. Huang 等人[6 ]设想代表性体元在无限大体内双周期排列 ,计算了代表性体元的

有效弹性模量. Fond 等人[7 ]采用伪面力方法研究了平面问题中无限大体或有限体内裂纹的

相互作用和裂纹与圆孔洞间的相互作用. Vavakin 等[8 ]和 Carvalho 等人[9 ]通过单拉试验研究

了平面问题含裂纹体和含孔洞体的有效弹性性能.

本文采用文献[10 ]提出的求解二维多裂纹体问题的方法. 此方法严格考虑了微裂纹之间

的相互作用 ,先把裂纹用分布位错来表示 ,把裂纹问题的复应力函数展开成级数 ,然后通过叠

加原理 ,使在裂纹面的配置点上满足边界条件 ,把多裂纹问题化成关于级数系数的线性代数方

程组 ,进行数值求解. 本文以裂纹密度为参量 ,对微裂纹随机分布情况 ,随机产生各微裂纹的

位置和取向 ,对微裂纹平行分布情况 ,随机产生各微裂纹的位置 ,采用了两种求平均应力和平

均应变的方法 ,计算了无限大体中代表性体元 (RV E)的有效弹性模量.
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1 　代表性体元的有效弹性模量
111 　直接考虑微裂纹相互作用的数学分析方法

11111 　单裂纹基本公式 　　平面问题的应力应变场可用两个复势函数Φ和Ω表示[11 ] :

σx +σy = 2[Φ( z ) + Φ( z ) ] ,

σy - iσxy = Φ( z ) + Ω( �z ) + ( z - �z ) Φ′( z ) . (1)

　　讨论位于实轴上的一条裂纹 ,把裂纹看作连续分布的位错 ,其复势函数可表示为

Φ( z ) = Ω( z ) =
μ

πi (κ+ 1)∫
a

- a

g ( s)
z - s

d s , (2)

其中 g ( s) 为位错密度函数 ,对平面应变问题κ= 3 - 4ν,对平面应力问题κ= (3 - ν) / (1 +ν) ,

μ为剪切模量 ,ν为 Poisson 比.

把位错密度函数展开为正交级数 :

μ
i (κ+ 1)

g ( s) = 6
∞

m = 0

αm
Tm (ξ)

1 - ξ2
, (3)

这里 Tm 为第一类 Chebyshev 多项式 ,ξ= s/ a.

那么 ,裂纹的复势函数可表示为级数 :

Φ( z ) = Ω( z ) = 6
∞

m = 1

αm
z
a

-
z 2

a2 - 1
m

z 2

a2 - 1 . (4)

　　把复势函数的级数表达式 (4) 代入 (1) 式 ,任意点的应力都可表示成级数. 其中裂纹面上

应力可表示为

σy - iσxy = Φ+ ( s) + Ω- ( s) = - 2 6
∞

m = 1

αm U m - 1 ( s/ a) , (5)

这里 U m 为第二类 Chebyshev 多项式.

11112 　多裂纹基本公式 　　设在无限大弹性体中存在 N 条长度为 2 ak ( k = 1 ,2 , ⋯, N ) 的裂

纹 ,建立一总体 Descartes 坐标系 O xy . 在总体坐标系中第 k 裂纹中心 Ok 的坐标为 Ck ( Ck =

x ck + i yck) ,再以 O k 为原点建立 N 个局部坐标系 Ok x kyk ,使 Ok x k 轴与第 k 裂纹面一致 ,与 O x

轴成θk 角.

设在无穷远处作用有应力σ∞
x ,σ∞

y 和σ∞
xy ,则它们在裂纹面处产生的应力为

σ(0)
yk - iσ(0)

xyk = 2Γ + Γ′e - 2iθ
k , k = 1 ,2 , ⋯, N , (6)

其中

Γ = (σ∞
x +σ∞

y ) / 4 , Γ′= (σ∞
y - σ∞

x ) / 2 + iσ∞
xy .

　　采用叠加原理求解多裂纹问题. 从上节知 ,裂纹 k 在局部坐标系 O k x kyk 下的复势函数
Φk ( z k) ,Ωk ( z k) 及相应的应力场σxk ( z k) , σyk ( z k) , σxyk ( z k) 都可表示成为级数.

变换到新坐标系 O l x ly l 的应力变换式为

σ( k)
yl ( z l) - iσ( k)

xyl ( z l) =
1
2

σxk ( z k) +σyk ( z k) (1 - e - 2iθ) + σyk ( z k) - iσxyk ( z k) e - 2iθ,

(7)

其中θ=θl - θk , z k = x k + i yk = ( Cl - Ck) e - iθ
k + z le

i (θ
l

- θ
k
)

, σ( k)
yl ( z l) - iσ( k)

xyl ( z l) 是第 k 裂纹引
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起的在局部坐标系 O l x ly l 中的应力分量.

通过把各个裂纹产生的应力场及外边界条件产生的应力场相叠加 ,由裂纹面应力自由的

条件得到如下方程组 :

6
N

k = 0

σ( k)
yl ( x l) - iσ( k)

xyl ( x l) = 0 , | x l | < al , l = 1 ,2 , ⋯, N , (8)

其中σ( k)
yl ( x l) - iσ( k)

xyl ( x l) ( k ≠0) 为裂纹 k 在 l 裂纹面上引起的面力. k = 0 对应于无穷远应

力在 l 裂纹面上引起的面力. 这样 ,方程 (8) 成为 N 个关于系数αkm ( k = 1 , ⋯, N ; m = 0 , 1 ,

⋯, ∞) 的控制方程组.

11113 　求解方法 　　采用在裂纹面上选择配置点的方法进行数值求解. 在 k 裂纹面上选择

M k 个配置点 x ki :

x ki = akcos
iπ

M k + 1 , i = 1 ,2 , ⋯, M k ,

把复势级数截取到 M k 项 ,这样控制方程组 (8) 就化成关于系数αkm ( k = 1 ,2 , ⋯, N ; m = 0 ,1 ,

⋯, M k) 的线性代数方程组. 对每个不相交裂纹 ,还需满足位移单值条件 :

∫
a

k

- a
k

gk ( s) d s = 0 , (9)

由此得到αk0 = 0 .

当求解代数方程组得到各裂纹的复势级数的系数后 ,各裂纹形成的弹性场及应力强度因

子也就确定了. 然后把所有裂纹产生的弹性场叠加 ,同时考虑到从各个局部坐标系到整体坐

标系的变换 ,就可得到多裂纹体的弹性场.

112 　代表性体元的有效弹性模量计算

代表性体元 RV E 的有效柔度张量可通过下式计算 :

〈ε〉= M ∶〈σ〉. (10)

这里〈ε〉为 RV E 中平均应变 ,〈σ〉为 RV E 中平均应力 , M 为多裂纹体的有效柔度张量.

本文采用两种方法计算了 RV E 中的平均应变和平均应力.

第一种方法为文献[5 ]中 Kachanov 计算有效弹性模量所采用的方法. RV E 的平均应变

表示为

〈ε〉= M0 ∶〈σ〉+
1

2 A 6
l

(〈b〉n + n〈b〉) l
al , (11)

其中 M0 为基体的柔度张量 , n 为裂纹的单位法向矢量 , A 为 RV E 的面积 , al 为第 l 裂纹的半

长. 〈b〉l 为裂纹平均张开位移. 平均应力取为

〈σ〉= σ0 , (12)

其中σ0 为在无穷远处作用的应力. 第二种方法直接计算 RV E 内的平均应变和平均应力 ,它

们可以用 RV E 外边界的面力和位移表示. 平均应变为

〈ε〉=
1
A∫A

εd A =
1
A∫C

1
2

( nu0 + u0 n) d l , (13)

其中 u0 为 RV E 外边界点的位移矢量. 平均应力为

〈σ〉=
1
A∫A

σd A =
1
A∫C

xt0d l , (14)
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其中 x 为 RV E 外边界点的位置矢量 , t0 为 RV E 外边界点的面力 , t0 = n·σ,σ为 RV E 外边

界点的应力.

分别以 x 向单拉、y 向单拉及纯剪三种方式加载 ,即可算出有效柔度系数 M 11 , M 22 ,

M 66 ,进而可求得有效模量 E1 , E2 , μ12 .

113 　算例、结果与讨论

裂纹密度的表达式为[5 ]

ρ =
1
A 6

N

i = 1
a2

i , (15)

其中 N 为 RV E 内的裂纹数 , 2 ai 为第 i 条裂纹的长度 , A 为 RV E 的面积. 裂纹数 N 取 36 ,

裂纹密度分别为 011 ,0115 ,012 , 0125 , 013 和 0135 六种情况 ,采用在 RV E 中均匀划分网格 ,

使每个格中有一条微裂纹 ,对微裂纹随机分布情况 ,在每个格中随机产生微裂纹的位置、取向 ,

对微裂纹平行分布情况 ,在每个格中随机产生微裂纹的位置 ,其方向平行于 x 轴. 在产生随

机数时避免微裂纹相互交叉或与 RV E 边界交叉. 对每个裂纹密度产生 15 种不同的微裂纹分

布 ,计算了微裂纹随机分布和平行分布两种情况下 RV E 的有效弹性模量. 本文选用 Poisson

比为 013 ,各算例中裂纹等长 ,平面应力情况.

对微裂纹随机分布情况 ,采用上文所提两种求平均应变和平均应力的方法 ,计算了两个垂

直方向的有效弹性模量 ,见图 1 和图 2. 对微裂纹平行分布情况 ,也采用两种方法 ,计算了垂

直裂纹方向的有效弹性模量 ,见图 3 . 图中还显示了不考虑微裂纹相互作用方法、微分方法及

自洽方法所得结果.

图 1 　微裂纹随机分布时 ,有效弹性模量与裂纹密度关系图 (方法 Ⅰ)

(a) x 方向弹性模量 , (b) y 方向弹性模量

从图中可见 ,因为采用了 15 种不同的随机产生的微裂纹分布构型 ,本文所得有效弹性模

量有一定的分散性. 这种分散性是微裂纹随机分布特征的真实反映 ,对微裂纹随机分布情况 ,

采用第一种方法所得有效弹性模量的平均值与不考虑微裂纹相互作用方法所得结果非常接

近 ,这与文献[5 ]结果一致 ;采用第二种方法所得有效弹性模量介于不考虑微裂纹相互作用方

法和微分方法所得结果之间 ,这与文献[6 ]结果一致. 对微裂纹平行分布情况 ,也可得到与微

裂纹随机分布情况相同的结论.
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图 2 　微裂纹随机分布时 ,有效弹性模量与裂纹密度关系图 (方法 Ⅱ)

(a) x 方向弹性模量 , (b) y 方向弹性模量

图 3 　微裂纹平行分布时 ,垂直裂纹方向有效弹性模量与裂纹密度关系图
(a) 方法Ⅰ, (b) 方法Ⅱ

为了与文献[9 ]试验结果相比较 ,本文还计算了含随机分布微裂纹群的 RV E 的有效弹性

模量. 代表性体元的尺寸及基体材料的弹性常数均与文献[9 ]相同. 裂纹数取为 20 ,计算了

裂纹密度从 0102～0115 八种情况下的有效弹性模量 ,计算结果如图 4 所示. 从图中可见 ,与

第一种方法相比 ,采用第二种方法所得有效弹性模量与文献[9 ]试验结果更为吻合 ,表明直接

计算 RV E 内的平均应变和平均应力方法较好地反映了 RV E 内微裂纹群相互作用的影响 ,与

实际情况更加接近.

2 　结束语
综上所述 ,本文针对微裂纹随机分布和平行分布两种情况 ,采用直接考虑微裂纹相互作用

的方法 ,计算了无限大体中代表性体元 ( RV E) 的有效弹性模量. 数值计算结果表明 ,本文所

用方法具有统一与直观的优点 ,采用此法所得模量与试验结果[9 ]及其他方法[5 ,6 ]所得模量吻
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图 4 　微裂纹随机分布时 , y 方向有效弹性模量计算与试验结果[9 ]的比较
(a) 方法Ⅰ, (b) 方法Ⅱ

合 ,在处理多裂纹体问题时计算效率高、精度好 ,对求解多裂纹问题非常有效.

本文目前虽然是对不相交裂纹进行分析的 ,但把裂纹面闭合条件稍加修改 ,即可对相交裂

纹进行分析. 此外 ,对本文方法加以改进 ,可对二维多裂纹有限体进行求解. 这样 ,本文方法

不仅可以高效准确地计算含多裂纹弹性体的有效模量 ,也为材料损伤演化的直接模拟提供了

有力的分析工具.
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