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摘要 在 V 入l

提出的流动数据库分析及建立低维动力系统的优化理论基础上
,

进一步提出不依

赖于数据库
、

直接由偏微分方程构造最优低维动力系统的方法
.

以二维热对流问题为例求得五

维最优低维动力系统
,

研究其动力学特性
,

并与 L or
e

nz 模型进行比较
.

结果表明
:

该方法无

需依赖数据库即可提取真实反映复杂流动动力学特征的最优基
,

建立在最优基之上的动力系统

更充分地描述了问题的复杂动力学行为
,

并揭示了一些新的动力学特征
.

关健词 最优化
,

偏微分方程
,

动力系统
,

L or e n z 系统

前 言

为了解流动随参数 (如 R e
数等) 的变化规律

,

可采用的有效途径之一就是将无限维的偏

微分方程系统降维到有限维的常微分方程系统中
,

并在有限维系统中保留原系统的绝大多数主

要特征不变
.

客观地认识和分析湍流拟序结构
,

应用动力系统理论研究湍流低维模型的动力特

性
,

认识其极为复杂的非线性动力学行为以及它与时
、

空混沌之间的联系
,

在理论上具有极为

重要的意义
.

最近
,

v五l【1、3 ] 提出了流动数据库分析及建立低维动力系统的优化理论
,

为深入认识湍流

的物理实质和数学规律提供了一条有效途径
.

本文进一步提出不依赖于已知数据库
、

直接由偏

微分方程构造最优低维动力系统的方法
,

并对所得最优低维动力系统进行动力学特性分析
.

1 无数据库最优低维动力系统建模理论

1
.

1 一般理论框架

为简便起见
,

仅在实空间中讨论
,

这一理论亦可推广到复空间中去
.

设系统变量 试二,

t) 满

足某一偏微分方程定解问题
.

将 。 在正交基 唁上作有限截断线性分解

N

。(二
, ‘)一艺

a ‘
(‘)唁

‘
(二)+ 、二(二

,

‘) (1
.

1
.

1 )

其中
,

。以二 ,

约表示余项
.

对基 唁
‘
(哟 而言

,

除了满足正交性外
,

还应满足一定的光滑性条件

和初始
、

边界条件等约束条件
.

我们将 唁‘(哟 的取值函数空间定义为 召N
.

记研究目的为一状态

关系式

下(
a ‘

(t)
,

疙
‘
(二)) = O (1

.

1
.

2 )

1 9 9 9一1 0 - 2 1 收到第一稿
,

2 0 0于n 一16 收到修改稿
.

l) 国家自然科学基金 (1 9 4 7 20 7 7 )
,

中国科学院力学所非线性力学国家重点实验室和北京大学湍流研究国家重点实验室资助

项目
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称 下 为 目标选择函数
.

依问题的特点及分析的侧重点
,

提出合理的最优条件 双
a ‘

(t)
,

唁‘(二))
.

这样
,

流动数据库分析及建立低维动力系统的最优理论就统一地归结为如下数学问题
,

即
:

求 《(二)〔街
,

使得

J (唁犷(二)) : 二二
U lln

唁‘(二)任B付
,

下(
a ‘,

唁‘)= 0

J (唁‘(二)) (1
.

1
.

3 )

运用变分法
,

即可求出
a ‘
与最优基 C

.

这里
,

必须着重指出
,

在研究过程中一定要遵守一致性原则
,

即
:

所提最优条件必须与研

究对象相一致
.

另外
,

研究对象不同时
,

下亦不同
.

比如
,

以最优提取数据集合的特征为研究

目的时
,

则式 (L L Z)的 下 为

下 : a ‘
(t)= (。

,

唁
‘
) (1

.

1
.

4 )

这里

其中

)为 ‘2 上的内积
.

若欲建立最优低维动力系统
,

则

血*“, 一

母‘
“、’‘

1 ,
’ ‘

一‘N ‘v‘
1 , ”

‘
,

v‘N’飞
a “(0 )一人

“0
““d 刀 J

(1
.

1
.

5 )

为对时间 t 的求导
,

。。为初始场
.

应该看到
,

必须根据所研究问题的特点和分析重点来决定最优条件和系统变量的形后

,

最

式
.

系统变量可以是速度
、

涡量或其他任何合适的标量
、

矢量
、

张量以及它们间的某种组合
.

J 可以是全局时
、

空条件亦可是局部时
、

空条件
,

或全局与局部相结合的条件
.

1
.

2 无数据库. 优低维动力系统的建模理论

下面
,

在上述一般理论框架下建立无需数据库的最优低维动力系统建模理论
.

N

该理论的基本思想是
:

首先
,

将系统变量近似表示为 。 、艺、(t )‘* (哟
,

这里
,

、 与 氛
k = 1

均为依赖于具体问题的未知函数 ; 将所研究的偏微分方程在这组基上进行 G ale rk in 投影
,

得到

所对应的低维动力系统
,

而
a 、

(约是其解
.

应用最优控制的思想求出满足最优条件的最优正交

基 么
.

求解对应的低维动力系统
,

即可全面地了解这一系统随控制参数 (如 Re yno lds 数等)变

化的动力学特性
.

由于事先不知道真解
,

因此必须根据研究重点的需要
,

分别对初始条件和整体性态提出不

同的要求
.

最优条件与系统变量的选取原则是
:

选取最能反映问题特征的条件和变量作为最优

条件和系统变量
,

并且所提最优条件必须针对动力系统
,

而不是针对数据集合
.

为了得到所求最优低维动力系统
,

要求最优条件泛函 J*

r丁

J
’

(“
,

‘

” ,

唁N )吕 jo (“R , “R )d ‘
,

丁 固定 (1
.

2
.

1 )

使得

J
*

(唁丈) 二二 了11 In

唁* C日拌
J

*

(唁; ) (1
.

2
.

2 )

但因真解未知
,

。R 亦未知
.

为此
,

在

研究重点
,

以不同的精度逼近初始条件
.

。R 较小的前题下
,

引进非负参数 p 以使得研究者可依

这样 尹 可近似地由 J (P; 唁
: ,

⋯
,

唁耐 取代
,
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J (p :亡
1 ,

· ’

广丁 「
~

竺 1
·

,

‘, )“
_

/n }(
“ , “)一艺

a

乏}
’ . ‘ 儿= l j

d t+

。

(
“。(一 0 , -

(1
.

2
.

3 )

其中
,

(唁丈(户)
,

为一非负参数
.

这样
,

·

,

唁介(户)) 任 召、
,

使得

荞
, _ 、 , , _ 、

夯
, _ 、 ,

、 一 。 、

乙
a k LU )‘k , ”O L留

, u ) 一
乙

a 无LU )‘k

j
, ‘ 回正

无= 1 无= 1

求解最优低维动力系统的问题归结为
:

首先 对固定的 p ,

求

J (唁I(p )
,

,

二 ,

唁介(户))
=

(唁
: ,
⋯

,

唁N )〔珍N
J (唁

l ,

⋯
,

唁、) (1
.

2
.

4 )

且 a 满足式 (1
.

1
.

5 )
.

使得

同时
,

对分别控制整体特性与初始条件的逼近精度的
: ;
和

: 2 ,

搜索 矿 七 0 ,

尹丁

j0 [
·
‘“一 ]

‘d ‘

关
三 ￡i (1

.

2
.

5 )

[
a * }

, = 。}
Z d t

一

,几

走(0 )l
, 一 ; ·

」
’d。

(。
。
(二

,

0 )
, 。。(二

,

o ))
三 ￡2 (1

.

2
.

6 )

a

丁户
了九

在最优条件泛函 J 中应用 L a gr an ge 乘子法考虑系统的约束
,

而用罚函数法体现基的正交性

要求
,

从而得到增广最优条件泛函 尹 ; 对 尹 求变分
,

应用适当的数值方法求解所得变分方程
,

并对参数 p 进行一维搜索
,

得到在所有给定条件和逼近精度下的最优基 暇
,

将其代入式 (1
.

1
.

5 )

即可得所求最优低维动力系统
.

2 在 L o re n z 系统分析中的应用

2
.

1 二维热对流的基本方程

—
L or

e
nz 系统

由二维 B o us s in e sq 方程可导出 Lor e n z
系统为 [4 ]

(2
.

1
.

1 )

、...、‘...少

0黎
+

。
,

内卜 尸

必劝豁
一

斋
俨 , -

瓮
+

二
,

T) 一 Ra豁
一

命内
一 。

其中

矩阵

为流体温度
,

R a
为 R 叮le ig h 数

,

p ,
为 p r

an d tl数
, a

为几何比例因子
,

J 为 Jac o b i

为无量纲流函数
.

几何边界为 O 三 x 三 2二
,

0 5 2 三 7r 的长方形区域
.

物理边界条件为

T少

(2
.

1
.

2 )
l
,

se
产

0

少(0
, z

) = 少(2二 , z
)= 少(

x ,

0 )= 少(
二 ,
二)= 0

v Z 少(o
, z

)= v Z 少(2二
, :

) = v Z 少(
x ,

o )= v Z 少(
x ,
二)=

豁
(。

, ·

卜豁
(2二

, ·

卜
T (一 o , 一 T (一 , 一 0
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L o r e n z
系统在最优基上的 G al e r k in 投影

令 N

少一 卿 + 蛛 三
艺

a ; (‘)苟; (二
, z

)
k = 1

M
T = 踢 + 践 三

艺叫t) 众(
二 ,

z)

儿= 1

(2
.

2
.

1)

甄 和践 为余项
,

奴 和 氛 为最优正交基
,

且满足正交性条件

2中2.其

(若、
,

若‘) = 占; ‘
’

(众
,

众) = 占、‘
(2

.

2
.

2 )

将 Lor e
nz 系统 (2

.

1
.

1) 在 若、 和 氛 上进行 G ale rk in 投影
,

并考虑到边界条件 (2
.

1
.

2 )
,

得

、....、‘....少

(lkQ

N N

艺匈丸
‘一
艺

M
a ‘a m B k‘协 + p ,

(1 + a Z
)艺

l= 1

_ 尸r

bl姚‘+ I不石百E
a ‘D k‘-

七
,

m = 1

(2
.

2
.

3 )
N M

=
艺艺
l= 1 ”1 = 1

N
a ‘。tn 凡

‘。 + 丑。

r
。‘凡‘+ 了牛

二

着
上 十 a ‘ 艺

“‘G “‘-

,人
k�一.,

白
十S

l= 1

其中各系数的具体形式如下

A hl

一五(豁豁
a Z +

鲁鲁)
d “

B 、!

一人(鲁
一 +

鲁)(鲁豁
仇! 一

ja豁枷
D 无! 一

五(鲁
一 +

鲁)(鲁
一 +

凡
l

一五(鲁会
一

豁鲁)
。d “

凡‘一

ja豁浏
“

G hl

一五(豁豁
a Z +

豁鲁)
d “

(2
.

2
.

4 )

2
.

3 L o re 二 系统的最优条件泛函 J 及增广最优条件泛函 尸

定义最优条件泛函 J 为

r丁
_ _

、

r丁
J 一

jo (甄 甄冲 +
jo (Tn

,

翔 dt -

r丁
_

_

jo l(‘
,

蜘) 一 “(少
,

卿 ) + (玩
,

玩 ) 一 “(T
,

瑞 )Jd‘ (2
.

3
.

1 )
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少与 T 为待求函数
,

要求最优条件泛函 J 以逼近初始状态为 目标
,

即
,

J 一
艺(一Za 、

(0 )(少(0 )
,

若、) + a

是(o ))+
艺(一 Zb *

(o )(T (0 )
,

氛)+ b迄(0 )) (2
.

3
.

2 )

这里
,

采用 Lag ra ng
e
乘子法考虑动力系统 (2. 2

.

3 ) 的约束; 采用罚函数法考虑基函数的正

交性条件 (2. 2. 2 )
.

为此
,

定义增广最优条件泛函 尸 为

r丁

尹 一 J +
j0
六

, 、

/ _ (、、

乙
^ k 又t)L勺万

‘

无= 1

六 、

一

看
八“‘。‘

)
d‘+关

丁 M

艺
。*

(亡)(Q犷, 一 ‘、)d 。+

。1

艺 [(‘*
,

苟: )一 ‘
、‘

]
, + ”,

M

艺 [(众
,

。) 一 ‘
、‘

]
,

(2
.

3
.

3 )
儿

,

l= 1 ,
k 三l k , l= 1 ,无三l

其中
,

。: , ; 2
为罚因子

,

* 、(忿)
, , * (。)为 Lasr ans

e
乘子

,

Q分,
,

Q扩, 分别满足式 (2
.

2
.

3 )中的两

个方程
.

为了求得最优基 氛加 众
,

令 尹 的变分等于零
.

由变分基本原理
,

令 而、
,

品* ,

熨
*
和

占众 的系数项等于零
,

得到一组常微分方程组 (受篇幅所限
,

略去)
.

得到最优基 芍
、
和 众 之后

,

利用 (2. 2
.

4 )求得方程 (2. 2. 3 )中的各项系数
,

就可以构造出基于最优基的最优低维动力系统
.

2
.

4 最优墓计算结果

采用共扼梯度法数值求解上述问题
.

在计算中
,

交替地寻求满足上述方程的最优基 七、 和

氛
.

2. 4
.

1 初始场与迭代初始基

迭代初始基的选取应遵循两条原则
:

(l) 初始基必须满足边界条件
.

(2 )迭代初始基所包

含的最高频率要大于或等于初始场所包含的最高频率
.

为了验证本方法的正确性
,

首先用 Lor e
nz [sj 推导三维 Lor en

z
动力系统所用的初始场与初始

基 (它们满足以上两条原则)进行试算
.

由于这些基就是该系统的解
,

所以我们的结果与之完全

一致
.

再取更为一般的初始场与迭代初始基进行计算
,

结果表明本方法的有效性
.

令 R 叮lei g h 数

等于 28
.

0 ,

P ra n dt l数取 10
.

0
,

几何尺寸比例因子为 1
.

6
.

分别采用 2 个和 3 个最优基描述 L or e
nz

系统的流函数场和温度场
,

从而得到 5 维最优动力系统
.

取初始场与迭代初始基分别为

少(0 ) = 2 sin 二 s in z
’

T (0 )= 2 c o s x s in z
(2

.

4
.

1 )

、

.产、.产、,、了‘.了s in (。
二

e o s
(二

e o s

(二 (2
.

4
.

2 )

s in (m x

s in (2 :

)

而而梅而而一一一一一一一一一一氛6条如氛

2. 4
.

2 计算结果分析

求解最优基 (、时
,

采用上述参数
、

初始场和迭代初始基
,

基的正交性精度和迭代收敛精度

控制均为小于等于 1 0一 7
.

所得结果如图 1 ,

图 2 所示
.

由计算结果可见
:

第一
,

在这个算例中
,
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初始场与给定迭代初始基之间没有直接联系
.

通过采用本文理论
,

找到了适合具体问题的最优

基
.

它能够很好地反映问题的自身特征 ; 第二
,

图 2 的结果说明了本方法对迭代初始基的选取

不敏感
,

并且可以很好地实现最优条件泛函的目标
.

哥甘下

图 l 勃 的初始形式和迭代后形式比较

上图为初始形式
,

下图为收敛后的形式

F ig
.

1 C o m p ar iso n o f the in it ial an d e o

nve
r g ed

fo r

xns of 勃
.

U P: in it ial ; Lo w :
co ~

r g e d

图 2 双0) 峋精确解与迭代后的收敛解比较
上图为精确解

,

下图为收敛解

Fig
.

2 C o m Par is o n o f the exac
t a n d co

n v e r g ed

so lut io n s o f T (0 )
.

U p : e x ac t; L O w :
co nve

r g e d
.

2
.

6 L o r e二 最优低维动力系统动力学特性分析

2. 5
.

1 动力系统相空间运动轨道

为了与经典的三维 Lor e
nz 系统的结果进行比较

,

取 R a 二 28 .0
, a = 1

,

5 ,

尸 : = 10 :0 图 3,

图 4 分别为三维 Lor e
nz 系统和五维 L o re nz 最优低维系统的相空间轨道

.

从图中看出三维系统

与五维系统之间存在某种对应关系
,

如 X 、 a Z ,

Y 、 bZ
及 Z 、 ba

.

从而可知在五维系统中
,

a Z ,

b :
及 死主导系统的基本特性

,

而
a :
与 b;

则进一步提供了三维系统所不具备的复杂特性
.

从图 3
,

图 4 亦可见
,

在 X 与
a Z
之间存在镜像关系

.

(
a
) X ~ Y (b ) X ~ Z

图 3 L o re nz 系统相轨道图

F ig
.

3 T he P has
e t r

aj
e c to r ies of LO re n z

sy st e m

(
e
) Y 、 Z

必须强调指出
:

第一
,

五维系统中的最优基函数不是简单地由三维系统的基函数叠加上另

外两维而得到的
,

即
:

它们之间不存在线性叠加关系; 第二
,

最优基可视为由多个 Fo ur ier 基叠

加而成的
,

所以基于最优基的五维动力系统所包含的系统信息远比基于 Fo ur ier 基的五维动力



第 3 期 吴锤结等
:

不依赖数据库的最优动力系统建模理论及其应用 2 9 5

系统多得多
.

因此
,

上述对应关系并不是严格的
.

五维 L or en
z
最优动力系统揭示了高维动力系

统极为复杂的动力学特性
.

、\\
、

\l

厂

J

,

{
{ ,

/

(
a
)

a : ~ b2 (b )
a : ~ bs

(
c
) b Z ~ b3

\

}
}

{
/

(d )
a l 、 bZ

(
e
)

a l 、 b3

图 4 五维 L o re n z
最优低维系统相轨道图

F ig
.

4 T he P has
e tr

aj
e e to r ie s o f SD L o r e n z o P tim a l low d ime

n s io n al d y n a m ie a l s ys te m

2
.

5
.

2 P o in e ar 6 截面
Poi n c ar ‘截面使得连续的

“

流
”

降为低维 的离散映象
.

图 5 给出
a Z ,

b :
的相空间轨道从

a l < 0 的空间经过
a l = 0 平面的 Poi n c ar 6 截面

,

它是五维吸引子在二维平面上的投影
.

为了

考察系统更加本质的特性
,

将相空间轨道用两个约束条件截取
,

即取 bZ ,

b3
同时经过 b l = 一 0

.

2

和
a ; = 0 的 P oi n c ar ‘截面

,

它与三维 L or en
z
系统中出现的帐篷映射 [sJ 极为类似 (见图 6 )

,

它

在本质上也是帐篷映射
.

由于帐篷映射是混沌的
,

所以在五维系统中亦存在混沌
.

有趣的是
,

图 6 中的帐篷映射与 L or en
z [s] 得到的帐篷映射之间也存在着镜像关系

.

\厂
、:

犷
金

图 5 Po in e a r 6 截面

Fig
·

5 T h e Po in e a r通 S e C tio ll F ig
.

6

图 6

T he

帐篷映射

te
nt P r o

j
e e tio n
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2
.

5. 3 功率谱分析

对所得最优动力系统的时间序列信号进行功率谱分析
.

取无量纲计算时间 50 、 1 0 50 中的

时序信号
,

步长为 0. 01
,

共计 N = 1沪 个点
.

图中横坐标为频率 。
,

纵坐标为对数功率谱 10 9 几
.

为了对比
,

在图 7 给出了三维 Lor e
nz 系统在参数取 R a = 28 .0

, a = 1
.

5 ,

尸二 = 1 0 .0 时的功率谱

图
.

从图中看出
,

Z 的主频出现在 0. 12 附近
.

五维最优动力系统的功率谱图如图 8 所示
.

如

在 0
.

14 附近出现主频
,

且有噪声背景
,

这说明系统是混沌的
.

、、\\\\\ 卜呱呱呱呱呱呱呱呱 ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯八呱呱
(a) X 的功率谱

(
a

) T h e p

owe
r s p e et ru m o f x

(b) Y 的功率谱 (c) z 的功率谱

(b ) T h e p ow
e r sp ee t ru m o f y (

e

)T he p o w e r sp e e tr u m o f z

图 7 三维 L o re nz 系统轨道的功率谱

F ig
·

7 T he p

owe
r sp ec tr u m o f 3 D L o r e n z s ys te m

编编翩翩 卜卜卜鲡鲡鲡 编撇撇
几Jn�3
一匕

一一

0
.

0 0
.

1 0
.

2 0
.

3 0
.

4 0
.

5

(
a
)

a l 的功率谱

(a ) T h e p ow
e r sp e e t r u m o f a l

(b )
a Z 的功率谱

(b ) T h e p o w e r s p e e t r u m o f a Z

(e ) b i 的功率谱

(
e
) T h e p o

we
r sp e e t r u m o f b i

一5

豪
一
一

0
.

0 0
.

1 0
.

2 0
.

3 0
.

4 0
.

5

⋯⋯武嘛嘛
(d ) bZ 的功率谱

(d ) T h e p o w e r sp e e t r u m o f b Z

(
e
) bs 的功率谱

(
e
) T he p

owe
r s p e e t r u m o f bs

图 8 五维 Lor
e

nz 最优低维系统轨道的功率谱

Fi g
·

8 T h e p

owe
r s p e e t r u m o f SD o p t im al low d ime

n s i o n a l L o r e nz

2
.

5
.

4 Lya p u n ov 指数

Lya p u

~ 指数是衡量一个系统可预报性的定量指标
.

在高维系统中
,

正的 Ly尽p

~
指数

越多则越混沌
.

Lya p

~
指数 (久、二 1. 二哟可定义为
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“‘一

、青
‘·

{
一

}立
J伽,

」} (2
.

5
.

3 )

这里 J 是系统的 Jac ob i 行列式
,

k 是系统维数
.

从系统的 Jac ob i 矩阵的迹
,

容易验证三维

Lor e
nz 系统和五维最优低维系统均是耗散系统

.

首先对三维 Lor en
z
系统进行分析

,

结果如图 9 所示
.

图中横坐标为时间
,

纵坐标为 L ya p

~
指数值

.

三个 Lya p u

~ 指数中一个为正
,

一个为负
,

一个为零
.

故该系统是混沌的
.

图 10 为

对五维系统进行分析的结果
.

五个 L ya p

~
指数中二个为正

,

分别为 0. 0 0 64 和 0. 0 0 25 ; 二个为

负
,

分别为 一0. 0 0 2 4 和 一0. 0 13 ; 一个为零
.

与三维系统相比较
,

图 10 更细致地描述了系统的定

量特性
.

一 0. 00 5

一 0
.

0 10 ⋯
0. 0 3 侧〕

.

0 6(X] .0 9以」
.

0 1200 刀

图 9 三维系统 Lya p u

~ 指数集演化情况

Fig
.

9 T h e e

vo lut io n o f Lya P u n

ov in d e x

o f 3 D sy
st em

图 1 0 五维系统 Lya p u n ov 指数集演化情况

F ig
.

1 0 T he evo
lut io n o f L ya P u

nov
in de x

o f SD sy
ste m

2
.

5
.

5 不动点和流形分析

当 R a = 2 8. 0
,

尸 : = 10 .0
, a = 1

.

5 时
,

三维 Lor en
z
系统中有三个不动点

,

它们在相空间

中的位置为 (一8
.

4 8 5 , 一8
.

4 8 5 , 2 7
.

0 )
,

(8
.

4 8 5 , 8
.

4 8 5 , 2 7 )
,

(0
, 0 ,

0 )
.

对应的特征值为 (一 13
.

8 5
,

0
.

0 9 +

1 0
·

2 1
,

0
.

0 9 一 10
.

2 1)
,

(一 1 3
.

8 5
,

0
.

0 9 + 1 0
.

21
, 0

.

0 9 一 10
.

2 1)
,

(一2 0
.

8 , 1 1
.

8
,

一2
.

6 )
.

由特征值看出这三个

不动点均为鞍点 (前两个为鞍
一

结点)
.

五维 L or en
z
最优低维系统在同样参数下也有三个不动点

,

它们在相空间中的坐标为 (0. 02
,

一3
.

7 4 , 0
·

0 3
,

8
.

0 5
,

1 9
·

2 3 )
,

(一0
·

0 0 1
,

4
.

8 6 9
,

0
.

0 1
,
一3

.

9 5
,

1 9
.

5 6 )
,

(0
,

0
,

o
,

0
,

0 )
.

对应的特征值为 (一0
.

4 4 +

10
·

2 1 , 一0
.

4 4 一 10
.

2 1, 一1 5
.

9 , 0
.

3 4 , 一1 7
.

3 )
,

(一 1 5
.

3
,

一0
.

15
,

一 17
.

9 5 , 0
.

4 8 + 1 1
.

4 2 1
,

o
·

4 7 一 1 1
.

4 5 1)
,

(一 2 9
·

8
,

一28
·

7
,

14 .2 ,

13
·

63
,

一2
.

6 )
.

由此可看出这三个不动点也为鞍点
,

但它们 的位置不再对称
.

研究稳定流形和不稳定流形是分析动力系统的一种重要手段
.

作为比较
,

图 n 和图 13 给

出经典三维 Lor en
z
系统在相空间中的稳定流形与不稳定流形

.

由图中看出此系统的稳定流形

与不稳定流形状上是对称的
.

在分析相空间轨道时
,

我们发现五维 L or en
z
最优低维动力系统与

经典三维 L or en
z
系统存在对应关系

.

图 12 和图 14 给出所对应的相空间中的稳定与不稳定流

形
.

经比较后不难发现虽然可以找到对应的相平面流形
,

但在五维系统中对应流形不再对称
,

且 出现众多新的复杂结构
.

图 15 给出五维最优系统其它几个相平面上的稳定与不稳定流形的一个例子
,

从图中可看
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一3 0 匕
一 30 诬拓 诬茄

(
a
) X 、 Y (c ) Y ~ Z

F ig
.

1 1

(b ) X 、 z

图 1 1 三维 L o re nz 系统的稳定流形

T h e s tab le m a n ifo ld s o f 3 D L o r e n z sy ste m

5。厂下不万一一一门
50

厂

娜

终
�跳�心叹一从翻

一3 0 匕
一 30 通拓 坦茄

找沂甘二

(
a
)

a Z ~ b Z (b )
a Z ~ b3

图 1 2 五维 L o re n :
最优低维系统稳定流形

(
e
) b : ~ bs

Fig
.

i Z T he s t a ble m a n ifo ld s o f SD o p t im a l low d ime
n s io n al L o r e n z sy s t e m

甲
50

己
一 30 匕
一3 0

坦茄 诬拓

(a ) X ~ Y

F ig
.

13

(b ) X ~ Z (
e
) Y ~ Z

图 1 3 三维 Lor
e nz 系统不稳定流形

T he u n s t a b le m a n ifo ld s o f 3 D L o re n z s ys t e m

50

一
5 0

一犷 ⋯必
一3 0 匕
一 30 坦兹

J 一5 匕
30 一3 0

(b )
a : ~ b 3

图 1 4 五维 L o re nz 最优低维系统不稳定流形

(
e
) b: ~ b3

Fig
.

i 4 T he u n s tab le m an i fo ld s o f 5 D o p t im a l 1Ow d ime ns io n a l L o r e n z s ys t e m
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到流形的结构有的对称而有的则不对称
.

将稳定流形与不稳定流形图叠加在一起
,

则可看到在

同宿或异宿轨道上出现了横截
,

从而可以断定在所给参数下
,

五维最优动力系统中出现了混沌
.

_ 3。

⋯ {
_

⋯
一 3 0 3 0

(a )
a , ~ b : 上的稳定流形

(a ) T h e s tab le m a n ifo ld o n a l ~ b Z

十十十
图 1 5 五维

Fig
.

1 5 T h e o th e r m a n ifo ld s

一3 0 3 0

(b )
a l 、 b Z 上的不稳定流形

(b ) T h e u ns ta b le m a n ifo ld o n a l ~ b Z

最优低维系统其它流形
o f S D o P tim a l low d im e n s io n a l L o r e n z s y s te m

2
.

5
.

6 分岔特性

在对动力系统动力学特性进行分析时
,

通过分岔图可以全面了解系统在不同参数下的动力

学特性
.

下面
,

研究五维 Lor en
z
最优低维动力系统分别随 R ay lei gh 数 R a

和 Pr an dt l数 尸:
变

化的分岔图
.

图中横坐标为参数轴
,

纵坐标为 b 2
.

图中所示的点为系统轨道与
a l = o 平面相交

的 P oi n c ar 6 截面上的映象
.

这里映象点取在无量纲时间 3 00 、 4 00 之间
,

时间步长取为 0. 0 05
.

图 16 给出当 R a = 28 .0
, a = 1

.

5 时
,

在 尸: = 0
.

1 、 5 0. 0 之间系统动力学特性的演化规律
,

尸,

的步长取 0. 01
.

由图中可见
,

在 3. 98 附近出现的分岔和 39 .8 附近的倒分岔
,

其分岔类型均为

C r is is
型

.

图 17 给出 P : = 10
.

0 , a = 1
.

5
,

R a
从 0

.

1 、 10 0 的分岔图
.

R a
的步长为 0

.

0 1
.

从 1 6
.

5

开始
,

系统突然开始进入混沌区域
.

nCU八曰n
.

⋯
n�OC�0八04q‘2 0刀

1 0
.

0

0
.

0

) 馏耽,蜘’

一 1 0刀
一 2 0

.

0

一 2 0. 0 比

0
.

0

. J 一

1 0
.

0 2 0
.

0 30
.

0 40
.

0 5 0 0

图 工6 随 尸,
数变化的分岔图

一4 0
.

0 }

0
.

0 2 0 刀 4 0
.

0 6 0
.

0 8 0
.

0 10 0 刀

图 1 7 随 R a
数变化的分岔图

F i g
.

1 6 T h e b ifu r e at i o n d iag
r

am
o f P r

F ig
.

1 7 T h e b ifu
r e a t io n d ia g r a m o f R a

3 结 论

l) 无数据库最优低维动力系统建模方法无需依赖于数据库
,

直接从控制方程和初始
、

边界

条件出发
,

提取真实反映复杂流动动力学特征的最优基; 它能够最大限度地反映复杂问题的动
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力学特性
,

得到更接近实际问题的最优低维动力系统模型
,

是研究非线性动力学现象的有力工

具
.

2 )通过分析基于最优基的动力系统的动力学特性可见
,

它更充分地描述了问题的复杂动力

学行为
,

揭示了一些新的动力学特征
.

本文结果说明 Lor e
nz 问题的本质是混沌的

,

以往一些基

于 Fo ur le r
基的动力系统 (五 、 十三维)中之所以不出现混沌行为是由于不适当截断造成的

.

3 )最优低维动力系统建模理论能够根据实际关心的重点和特殊要求建立 目标泛函
,

求得满

足要求的最优基
,

并且可用于相当广泛的数理方程最优逼近问题
.

综上所述
,

最优低维动力系统建模理论是对实际问题建立低维动力系统模型的有效方法
.
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