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摘要 给出了高 数下茹性液滴表面 线性不稳定性的分析解
,

这种不稳定性对于超音速

气流作用下液滴破碎的早期阶段起着至关重要的作用 基于稳定性分析的结果
,

导出了用于估算稳定液滴的最

大直径及液滴无量纲初始破碎时间的计算式
,

这些计算式与相关文献给出的实验和分析结果比较显示了良好的

一致
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引 言

本文的研究背景是超音速气流中单个液滴的气

动破碎 作为一个重要的
、

有着广泛应用背景的多相

流现象
,

液滴的气动破碎是过去的几十年里的热门

研究课题 一般说来
,

液滴在气流作用下的破碎机

制可以用液滴的初始 数 。 哪 来分

类
,

其中 是来流密度
,

是液滴和气流间的相对速

度
,

是液滴直径
,

是表面张力系数 早期的液滴

气动破碎研究主要针对亚音速气流的情况
,

和 对此己作了很好的综述 文献 、 进行

了高亚音速和超音速气流中液滴破碎的实验研究
,

液滴初始 数高达 、
,

此时的液滴破碎

被所谓
“

致毁破碎
, ,

的机制所

控制

液滴的
“

致毁破碎
”

机制非常复杂
,

众多文献对

它的细节描述不尽相同
,

大致可以将其分成 个阶

段 第 个阶段是液滴的变形 气流在初始液滴表面

形成不均匀的压力分布
,

液滴在此压力分布的作用

下沿气流方向被压缩
,

沿垂直气流的方向被拉伸
,

从

而变成半透镜形 , 或椭球形 ’
,

但液滴迎风面保

持为球面 第 个阶段中变形液滴在气流推动下作

大加速运动且加速度在液滴发生破碎之前基本保持

为常数 , ”
,

, 这个大加速度会使得变形液滴的迎

收到第 稿
, 一 一 收到修改稿

国家自然科学基金重点资助项目

风面出现强烈的
一

不稳定现象
,

表现

为不稳定的小扰动迅速地在液滴的迎风面上形成并

发展
,

扰动振幅越来越大最终穿透液滴导致破碎 液

滴这种大加速运动通常采用 数 。 二 尸

来表征
,

其中
, ,

分别是液滴的密度
,

加速度和半

径
, 。是表面张力系数 对于超音速气流中的液滴破

碎问颗 教诵常高伏 与 叭飞 数
量级大致相同

,

满足 一晶
刀 是阻力系

数 第 个阶段是液滴碎片的进一步破碎 由于液

滴碎片的 匕 数和 数变小
,

此阶段的破碎不

一定由
“

致毁破碎
”

机制所控制 总地说来
,

超音速

气流中液滴破碎早期阶段最重要的特征就是液滴的

数非常大
,

由此引起的强烈的 叮
一

几
不稳定现象在破碎机制中起着主导作用

卜 不稳定性是一个具有重要实用

和理论价值的流体力学问题
,

广泛出现于天体物理
、

核物理
、

流体力学等学科领域 简要地说
,

当两种不

同密度流体的分界面作加速运动且加速度方向垂直

于界面时
,

则此界面稳定与否取决于加速度的方向

是从大密度流体指向小密度流体或相反 在本文

问题中
,

液滴加速度方向在液滴迎风面上从密度小的

气流指向密度大的液滴
,

因此必然会出现

即 不稳定现象

与大量 的实验研究 相 比
,

高 匕 数或高
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数下液滴破碎的理论分析研究少见于文献
‘。 用给定的压力分布来代表气流对液滴的

复杂作用
,

运用线性稳定性分析的方法描述了无勃

不可压液滴对任意压力分布的动力学响应 根据他

的分析
,

对于高 数的情形
,

液滴迎风面对于

模式数小于某个临界值
二 二 、厉石 》 的扰动

是不稳定的
,

其中当模式数 、 、厄不 》 时
扰动具有最大增长率 二 二 今厄石 考虑到最不稳

定的扰动导致破碎的开始
,

他预测的无量纲初始破

碎时间 兀 二 。

而可
二 ‘

,

这个结果得到了

川 实验的证实

运用二维界面上豁性不 可压流体

江 线性不稳定性理论分析了高

数下赫性液滴的破碎
,

预测了稳定液滴的最大直径
二 丫人万西

,

其中 是表面张力系数
,

是液滴

密度
,

是液滴的加速度 考虑到最不稳定的扰动

决定了液滴的初始破碎
,

他还导出了初始破碎时间
。

“
,

其中 二二 是最不稳定扰动的增长率
,

取经验值
,

由此估算的破碎时间与其实验结果

定性一致

鉴于 的分析中忽略了液滴豁性的影响
,

而

为了简化分析
,

没有考虑液滴的实际形状
,

而

液滴勃性和液滴实际形状对于其破碎均有着不可忽

视的影响
,

因此本文对液滴豁性和形状同时加以考

察
,

给出了高 数下球形豁性液滴的
压

,

不稳定性的分析解 基于稳定性分析的结果
,

导出稳定液滴最大直径及液滴无量纲初始破碎时间

的计算式

度 在球坐标系下表示为

一夕 二 夕 。 一 夕

假设流动相对于加速度方向是对称的
,

即所有流动

物理量满足 口 沪

当液滴表面受到一个小扰动时
,

液滴和气体都

会因此产生一个扰动速度 在图 所示的坐标系中

液滴只有扰动速度
,

从而豁性不可压液滴的连续方

程和动量方程分别为 动量方程中的对流项是一个

二阶扰动量
,

予以忽略

·

。生

丛
一生 。 , 。 甲 。 一 。

口 户 “
’ 一

‘

其中
,

川 是液滴的扰动速度
, 。 是液滴的运动私

性系数
,

满足方程

图 模型示意图

、

、注五︸了
、

模型和控制方程

本文建立了简化模型
,

即一个勃性不可压缩球

形液滴在无豁不可压静止气体中做大加速运动
,

考

察这种运动对小扰动的响应 需要着重指出的是
,

由

于液滴的加速运动
,

液滴周围会形成复杂的非定常

流场 液滴表面气流切向速度的存在会引发

不稳定性
,

为了避免问题的复杂化
,

本文

忽略 了这个非定常流场所带来的影响

将球坐标系建立在加速液滴上
,

坐标系原点与

液滴中心 重合 这是一个非惯性坐标系
,

但由于本

文考察的是界面问题
,

因此非惯性系对流体力学方

程和边界条件的影响可以忽略

本文中液滴参数用下标 表示
,

气流参数用下

标 表示 户是密度
, 拜 是动力豁性系数

, 。 是表

面张力系数
, 。是液滴直径

,

是极角 液滴加速

在无勃不可压假设下
,

受扰动气体的连续方程

和动量方程分别为 前文已提到
,

只考虑气体对界面

小扰动的响应
,

因此气体只有扰动速度
,

从而动量

方程中的对流项是一个二阶扰动量
,

予以忽略

甲
·

哄 二

哗一上、
一 。

石

其中 哄 是气体的扰动速度
,

满足方程

液滴和气体的分界面方程为

, , 沪
, 尹 一 。 叮 , 尹 , 亡

其中 厂 是分界面某点的极半径
, 。 是液滴初始半

径
,

斌
, 沪 ,

是初始液滴表面的小扰动

分界面的运动学边界条件为

誓
·

甲尸 一

其中 乞
,

分别代表液滴和气体
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将分界面方程 代入方程
,

忽略扰动量的

乘积项可得的运动学边界 条件

非零解可以得到 与模式参数
,

及流动参数之

间的本征关系

刀 , , 。 口写

而 叭 一
。

相 丽
一 “川

二。

本征值问题的解

分界面上的动力学边界条件有 个
,

第 个是

法向应力的平衡条件

利用恒等式
、‘ 和方程

、

一 子万 下犷 二封一
几 几 口了

甲 只 。‘ 甲 。‘ 甲 甲
·

。‘ 一

,

方程 可写为

。

一立甲刀 一 夕 甲 一 、一一呵一次

其中方程左边
,

分别代表液滴和气体在分界面

上的压力
,

方程右边体现了表面张力和法向豁性应

力的作用
。

和 。是分界面任意点的两个主曲率

半径
,

满足

将扰动速度

两个部分
,

即 。气

“姚

诚 分解为无旋的 , 姚 和有旋的 劝宝
甲姚 叫

,

并且满足

、、夕、口、、尹、,了闷了工了月、
,胜、了‘、、、、

价
二二 二

瓦 瓦

「

一 一 万
一

于
了
’

、、,了
。口叮
口 弋一于

丽戈
‘ 一 百了

叮

沪

劝气二

另外两个动力学边界条件是液滴的切向薪性应力在

分界面上连续

鲁
夕 · 、 一

面
二

一二不不
口

锐二
。

几 口 一

—
一一

二气。口 、。

代 兰竿
, 了

,

、
夕
沪一

,一
一一

沪一

,一
一止匕 旦竺立一

口 沪

其中 是常数 容易验证方程 、 满足方

程

在球坐标系下
,

方程 的通解结合原点处的

自然边界条件可写为

沪口

按照正则模式分析的方法
,

考虑到问题的球对

称性
,

将扰动 斌
, 沪 ,

约用球函数展开
,

时间相关性

用 变换加以分离
,

从而可将任意一个扰动模

式 仍记作 的表示为

试 ‘矶

其中 为待定式

利用 ‘ 给出的方法
,

解方程

可得 劝宝的 个分量为

廿

上︸
了了、

、几了少

沪

,,气

劝劝劝
叮 , 沪 , 亡

其中 巧 是 阶球函数
,

二二 己矶爪 一川 少 矶 一口‘

是扰动增长率
, ‘ 是小 少 口叭吼 一时

一武
一竹一沪任一一

月︶朴夕一山一

其中 叫 产
, 十 是 阶球

函数
, 。 石 可

,

是待定式

及周以“卜

扰动量 司 时扰动振幅以指数形式增长
,

因而界面是不稳定的

不考虑液滴的勃性
,

对于高 数下不可压

液滴
,

】证明了对应于中性稳定和最大不

稳定的模式数都非常大
,

本文认为考虑液滴豁性的

情况下这个结论仍然成立
,

因此本文作了大模式数

假设 》 或称小波长假设 当模式数 很大
,

叭
,

司 随 快速振荡
,

这反映了高曲率对表面张

力的影响 另一方面
,

表征液滴加速度影响的变化

系数 二一川 仅以 的形式缓慢依赖
,

因此可

以定义快变量 少 和慢变量
,

从而寻求形式解

。 矶 口
‘ , 沪 一 丁 ‘

方程 与前面的控制方程和边界条件构成了

一个关于 的本征值问题
,

求解这个本征值问题的

把方程 和方程 代入边界条件

式 或式
,

从而可以确定两个待定式

三 一口亡

犷
‘
十

一

, , 一

一 言
【 一 」

其中 二
,

均

。

沂 可 至此液滴的扰动速度就完全确定了
,

将其

代入方程 可得液滴在分界面上的压力
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口 厂。 一

, 一

‘矶饥 一“ 将方程 用于方程 可得

户 。 矶
,“ 一 口‘

对于从静止开始的无豁气体的扰动
,

可以引入

扰动速度势 妈
,

满足 姚 姚
,

从而有连续方程

·’一

瓷咒石奇一 瓮母瓮
、一 ”去

万纂丽 奇」
一 。

巴’夕程夕

方

沪妈

及积分动量方程 得到的非定常

口功久
一 一份牛 夕
口

‘

一

解这个方程可得
八

, , , 、 。
、 , , 、

尸 ‘ 、 尸 夕 ‘ 、

—
一 户 土

—
一 十

十 尸 十

, 一 。 , 、 。 、

—
口 一 一

—
一

它的无量纲形式为

扼
、 。 「

一

—
护 士 丁丁一 , 二百 气 任十

下 土十 气 以 十 少
‘

、

,止
,

,苦矛七

其中 场 是常数

球坐标系下
,

方程 的通解结合无穷远处的

自然边界条件及边界条件 有

功乡一 典 二、
一 ‘ ‘ , 一 一

‘

‘ 十 上 、

上 一 凡 、 ,

二一万一了 又 ‘

十 入

口 二
凡

代入式 可得气体在分界面上的压力

户
“ 不飞,

爪 一时

其中 数 拼 冗瓦石 代表了液滴豁

性的影响
,

在本文关心的范围内满足 《 气液

密度比 、 《 下 二 嘴 ‘ “ 与 具有同

样的量纲

户 。 矶 一“‘ 夕 汤

将方程 和方程 代入边界条件
,

所

得方程中与 一口‘成比例的扰动量的部分应该等

于零
,

从而给出

中性稳定和稳定液滴的最大直径

易知中性稳定条件 司 二 在方程 中等

价于
,

因此中性稳定条件给出

「了 、
。

队下 下 瓜万 」
‘ 口 卞

上 一 、

了于一 , 又。 ‘

一 凡

。。 一

二一
一 户 。 人

「燮二典落四兰华孕垫丝丝
‘呵 十 ‘ 少一 二 」

「
。 一 。 。 ·“一 一

吕

运用 《
,

方程 的解为

丫

可见在 处
,

有最大的临界 截断 模式数

利用前面提到的大模式数假设 》 简化方程

利用 函数 几 在 固定 。 》 时的

渐近展开 口

、厂

一

一 ,

几 一华六乡
一 。一‘、 、

二 。 ‘ 。。 一
、

代入
。

几十 几 可得

厄石

。 二 、
一 告

· 夕“

二 。 ‘ 。 “ ‘

整个液滴迎风面对 的扰动模式是稳定的
,

这

是因为表面张力的存在会消除大于这个临界模式数

的扰动造成的不稳定
,

这个结果与 阵川 的结

果完全一致 值得注意的是液滴豁性的存在不会影

响液滴的中性稳定
,

的分析也指出了这一

点 考虑到液滴对于波长小于临界值 入

的扰动是稳定的
,

对波长大于临界值 入 的扰动是

不稳定的
,

提出了用于估算稳定液滴临界直径的准

则
, ,

、厂

一 广一尸 ,

立兰二一 二 竺 卫上 止兰一 、
“

,
‘ “尹 。 、。 十

入

其中
,

是不会因
一

碎的液滴的临界直径

不稳定性而破



第 期 张 鹏等 高 数下薪性液滴的 江 不稳定性

在本文问题中也可以建立这样的关系
,

但是 人

的含义变成最大临界模式数 对应的波长
,

为此首

先需要建立 入 与 之间的联系 考虑到本征关系

具有简便的形式 不含模式数
,

故假设扰动也是

球对称的
,

即方程 中球函数 矶
,

树 变成

多项式 运用 在 附近

最大临界模式数在此处取得 的性质引入局部波长

的定义

久

实验表明振幅增长最快的扰动引起破碎 液滴

的初始破碎时间 理论上定义为增长率最大的扰

动
,

其振幅增大到初始振幅的 倍所需时间
,

在实

验中体现为从液滴开始加速到液滴迎风面上出现明

显的不稳定现象所需要的时间 根据这个定义从方

程 可得

·云 。鲁
‘

卜 警
‘ ‘ “ , 一 ‘· ‘ ,

其中氏 是 口 附近 的的第 个极小值 视

为波谷 对应的极角 这样定义的原因是 。因

在 二 处恒为极大值 视为波峰
,

波峰与波谷

对应的弧长的两倍就是所定义的波长 考虑到
, 、

斌运石
,

利用 。 在 时的渐近展开 〔‘

它的无量纲形式为

几 〔 。 一 」
一‘

·

‘ 。 ‘ · ‘ ‘

。‘。。。 一了率二二
。 , 、玉、。、

万乙 夕 艺

一

易求得 二 二 ,

将其代入式 及式 有

入 刘
万 二 竺 咎 一 竺

、

厂可
丫 夕

这个结果非常相似于 的结果

“
。

一 ‘一
·

儒
不同之处仅在于根式前的系数

,

这正是由界面的形

状所决定的 的分析为简化起见
,

将液滴的

迎风面近似为平面
,

而本文考虑到液滴迎风面的实

际形状为球面
,

因此本文的结果可看成是 结

果的一个完善
、

最大不稳定和液滴的初始破碎时间

从方程 可以求出
,

在 处
,

当模式数

取 俪
「

洲 ,
‘ 一

、

艺 二 飞 —
一

—
九

、 ’

、
‘ , · ‘

其中无量纲时间 定义为 二 姚砂 艺 。 二

‘ 丁

从方程 可以看出液滴私性的存在使得液滴

的初始破碎时间增大
,

也就是说液滴勃性起到了延

缓液滴破碎的作用
,

但它无法消除破碎现象

给出了通过实验获得经验公式

一 一 一‘
,

“ 」

比较方程 与方程
,

可见两式在液滴无

量纲初始破碎时间 几 与 、七 数的函数关系上完

全一致
,

所不同的只是指数式前面的系数 实验测

得的超音速流中液滴的阻力系数大约为 冈
,

因此阻力系数不会影响到函数关系
,

但这个系数是

线性稳定性分析所不能解决的 两式的比较结果还

暗示 、 “ 取典型值
,

下同 如果考虑到

的平方修正项
,

两式在液滴无量纲破碎时间 几

与 的函数关系上也是非常相似的

作为重要的退化形式
,

当 即不考虑液滴

赫性时

几 【
一

〕
一‘

扰动增长率绝对值有其最大值
通过实验得到

。

一梅 鲁
‘

卜
一 。

鲁
‘ ‘ 一‘

扰动振幅可以写为

。一、 二
·。梅 譬

‘

卜 鲁
‘ ‘ 。

比较方程 与方程 可见两式在液滴无量纲

初始破碎时间 几 与 从飞 数的函数关系上完全一

致
,

所不同的只是指数式前面的系数 两式的比较

结果还暗示 、 “
·
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采用另外一种无量纲时间的定义方法
亡而万石

,

将其应用于式 且 口 二 可得

二 「 、 月 、

里 一

而
‘ 刀 」万

一“ ” 刘 ‘
·

‘ 刀 万 一“ ”

川 的实验发现

九 刀。 一

比较方程 与方程 可见两式在液滴无量纲初

始破碎时间 几 与 数的函数关系上完全一致
,

所不同的也只是指数式前面的系数 两式的比较结

果也暗示了 、 。 名

无量纲时间还有第 种定义 姚 而
。 ,

将其应用于式 且 二 可得

九 梅 几
一‘

」
一‘ 、 一‘

的实验发现

九 二 刀。 一‘

比较方程 与方程 可见两式在液滴无量

纲初始破碎时间 九与 数的函数关系上完全一

致
,

所不同的也只是指数式前面的系数 两式的比

较结果也暗示了 二 。
·

”

本文的分析结果用 种不同的方法无量纲化

都取得了和实验定性一致的结果
,

但是 二 “ ,

二 。 , ,
、 。 , 与 、

·

”这些通过与实验结

果对比得到的经验系数彼此之间相差太大
,

其原因

是不同研究者的实验彼此也有很大的出入
,

这可能

是因为实验中初始破碎时间的定义比较模糊
,

难以

准确测量造成的 经过比较
,

本文认为 取 、

的经验值较好

液滴表面最不稳定的地方在 处
,

这是

因为此处加速度的径向分量最大
,

而加速度又对不

稳定性起着最重要的作用

运用稳定性分析的结果估算的稳定液滴的最
一

一
、

大直径 “ 一 甘训
“ 几“

,

在这个尺寸上对液滴起

破碎作用的加速度与起稳定作用的表面张力达到 了

平衡 液滴的薪性不会影响稳定液滴的最大直径

运用稳定性分析的结果估算的液滴无量纲初

始破碎时间 几 、 。 一‘ 或九 , 一 ‘ ,

这些

分析结果被众多实验所证实 液滴载性起到了延缓

液滴初始破碎时间的作用
,

但不能消除破碎现象
,

这与实验观察也是一致的
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