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摘要 利用对流扩散方程的摄动有限体积格式，在 Rayleigh数从 10。到 lO 的范围内对浮力驱动方腔流动问 

题作了数值模拟．对流扩散方程的摄动有限体积格式具有一阶迎风格式的简洁形式，使用相同的基点，重构近 

似精度高，特别是两相邻控制体中心到公共界面的距离相等或不相等， PFV格式公式相同等优点．在数值模 

拟中，无论均匀网格还是非均匀网格均获得与 DSC方法、自适应有限元法、多重网格法等 Benchmark解相 

符较好的数值结果，证明 UPFV格式对高 Rayleigh数对流传热问题的适用性和有效性。 
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引 言 

自‘然对流在 自然界和工程技术领域中非常普 

遍，例如海洋温盐环流以及工程绝热设备、冷却装 

置、晶体生长、核反应堆等工程问题中都可遇到．自 

然对流是极其复杂的现象，受多种因素影响．为了 

定量研究和分析这些问题，前人作了很多算法和格 

式方面的工作，并已取得不少成果．这些成果的取 

得与对从实际问题中抽象出来的经典自然对流模型 

的研究是分不开的． 

Jones[ 】 建议把浮 力驱动方腔流作为一个 

Benchmark解，测试有关对流传热问题计算机程 

序的有效性．这个简化模型具有规则的几何形状和 

简单的边界条件，可以研究在高 Rayleigh数下层流 

向湍流转捩的物理机制，因而吸引了大量学者利用 

各种数值方法 (如谱方法、特征分裂法等)来求解． 

由于随 Rayleigh数增加，边界层变薄，刚性问题会 

变得很突出，对格式是严峻的考验．因此高 Rayleigh 

数下的数值模拟及数值方法研究迄今仍然是一个热 

点领域． 

在计算流体力学 (CFD)或数值传热学 (NHT) 

中，有很多种数值方法．但正如 Ferziger[ J所指出， 

最重要的是有限体积法(FVM)，有限差分法 (FDM) 

和有限元法(FEM)．与有限差分法相比，有限体积法 

的一个优点是可用于各种类型的网格，包括结构、非 
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结构和结构 一非结构混合网格，很适于求解复杂几 

何形状的区域；与有限元法相比，有限体积法的一个 

突出优点是能够很好地满足物理量的守恒条件，对 

流动计算是非常重要的．因此有限体积法在工程计 

算中非常流行，广泛应用于各种商用CFD软件中． 

有限体积法与有限元和有限差分法相比，缺点是 

精度较低．有限体积法是二级近似，即积分近似和蘑 

构近似．如果积分近似有几 阶精度，重构近似有n2 

阶精度，那么有限体积法具有 min(nl，n2)阶精度． 

国内外学者作了大量工作构造各种实用的有限体积 

格式．例如一阶迎风和二阶中心格式， Jameson_3I4J 

的中心型有限体积格式， Liou和 stefren_5l6j的对流 

迎风分裂算法AUSM格式．但是这些格式的精度都 

小于或等于二阶．一般来说，高于二阶精度的有限体 

积格式都是多基点格式 (如Quick和二阶迎风格式)． 

因为多基点格式涉及更多的控制体，所以离散后的 

代数方程组有更加复杂的系数矩阵，特别是向三维 

推广比较困难． 

近年来，高智 [ 】提出对流扩散方程的摄动有 

限体积(PFV)格式．与传统提高格式精度的方法不 

同，PFV格式把对流项和扩散项作为一个整体综合 

考虑，利用它们之间的内在联系来提高格式精度． 

基本原理是把通过控制体界面的质量通量摄动展开 

成为网格间距的幂级数，幂级数系数可凭借积分形 
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式的守恒方程本身获得．最后导出的迎风型摄动有 

限体积格式保留了原一阶迎风格式的优点，但其重 

构近似具有任意阶精度． 

本文把高智提出的对流扩散方程有限体积格式 

具体应用到对流传热控制方程中，求解浮力驱动方 

腔流这一Benchmark问题，并与其它的有限元法， 

DSC法，特征分裂 CBS法等得出的 Benchmark解 

作了对比分析． 

1 自然对流控制方程的 PFV 离散 

采用如下的无量纲参数 

X 

， ， u  

一 毫 ’一 0 

祝 f、 

流体假定是黏性、不可压、 Boussinesq流体． 

流体的物性参数如动力学黏性系数，温度扩散率， 

比热等为常量，即可导出以下自然对流的无量纲方 

程 

连续性方程 

0 ， 07 J 

+瓦 0 (3) 

动量方程 

+ + = 一塞 ( Ox2+象0 2)(4) a亡 。 a ’ a a 。 。 ，／ 
+ + = 一 Op ( 0 2+ 0 2)+ a芒。 a 。 a a 。 z ’ ，／。 
RaPrO (5) 

能量方程 

+ + = O
x 2

+筹0 2 (6) a ’ a 。 a 。 ， ＼u 

体 P中心指向控制体 中心的矢量，岛 是控制体 

P与控制体 Pj公共界面的面积矢量．应用摄动有 

限体积方法可导出如下摄动有限体积离散格式 (具 

体推导过程请参考文献 [7]) 

)=茎 一 W 一 

[ 替 +max(zhj：G3-,0)]~P) + 

j

兰
= l 

[(ave．s ( 酬 d(8) 

Ⅳ  

R2f(sign Thjf) 

R5f=?Znjf＼dj＼ Sj 

咄一  
。 

Rjr可看作网格雷诺数．注意到在推导过程中，法向 

扩散通量离散只取了式 (10)(局部坐标系见图 1)中 

的第 l项，即沿两控制体中心连线的拉伸部分；当两 

相邻控制体中心连线与公共界面不正交时，法向扩 

散通量还存在沿控制体界面的剪切部分，即式 (10) 

第 2项，考虑到网格质量比较差时 

不应该忽略掉这部 分的贡献，所以推导完成后在 

式 (8)右端引入old项．将式(8)改写为向量形式， 

显然，动量方程 (4)，(5)和能量方程 (6)都具有 

如下形式 (不失一般性，引入密度 P，对 问题，时 

间项和对流项中P=1； 是无量纲黏性系数) 尸 

( + 西)= 。西+ (7) 

西是通用标量变量， q是源项．式 (7)在控制体积 

门上积分， 是控制体 力的体积， 由 是从控制 

图 l控制体 P界面 一J，上的局部坐标系 

Fig．1 Local coordinate system 
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并注意到界面质量通量迎风关系和无散条件，即有 

pu 
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Gj~的计算与 击对应． 

量方程 击=1． 
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2 浮力驱动方腔流问题 

虽然PFV格式可方便地直接推广到三维情况， 

但本文还是先用经典的二维浮力驱动方腔流模型验 

证格式的有效性．如图2所示，封闭方腔上下壁面 

图 2 浮力驱动方腔流 

Fig．2 Buoyancy driven cavity flow 

绝热，左右壁面存在温差．封闭方腔的四周壁面对 

速度均为无滑移边界条件．左右垂向壁面对温度为 

狄氏边界条件， OH=1．0，OC=1．0；上下水平壁面 

对温度为齐次黎曼边界条件， O0／On=0．0；压力均 

为齐次黎曼边界条件 aP／On=0．0． 

2．1 层流 tLayleigh数的确定 

Incropera 和 Dewitt[ J指 出垂向壁 的局部 

Rayleigh数大于 10。，能促发层流自然对流向湍流 

的转捩．封闭方腔中的自然对流的物理性质还与方 

腔的长宽比有关． Paolucci等 l 9l认为对于内波 

和壁面边界层分别有一个临界 Rayleigh数，对于 

1／2<A<3(A是方腔高度和宽度比)和 Pr=0．71， 

内波会先于边界层失稳，并给出内波的临界Rayleigh 

数 Ra =1．93×10 A-3·坫．本文模拟高度和宽度比 

= ： 1的封闭方腔的层流自然对流，与 、van 的研 

究一样，把最大 Rayleigh数限制为 10 ． 

2．2 代数方程组及其求解 

将导出的式 (11)，时间项采用前差离散，可写为 

如下适合迭代计算的形式 

apCp=Eajp~pjp+s。urce 

其中 

印  薹 1[rd j．Sj+max(mjiGj,0)]+Vp 
P =南[ +max(~njiaj,0)] ， 

经亚松弛后可写为 

ripeR=E ajpCjp+0，尸(1一 ) 暑+s。urce 
， 

ap 

0rP 

OL是亚松弛因子．本文对速度温度均取 OL=0．5，l对 

压力取 OL= 0．45．计算中使用了 G—S逐点迭代， 

内迭代次数均为 4次．对压力、速度的耦合本文采 

用 r Date[儿】修正的 SIMPLE算法，这个算法以预 

估 ．．校正的形式考虑了对流项，扩散项和源项的影 

响．因为使用了同位网格，在求压力泊松样方程的 

质量源项时，界面速度插值使用了动量插值，以避 

免出现压力，速度的棋盘式分布 _12J． 

3 数值计算结果及讨论 

计算一方面采用与文献 [10]相同的均匀网格， 

， ， ， ●● ● ● ● ●

一一／ 

．  "∑ 
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Ra为 100，104，10 和 10 的网格点数为 i01×101； 

Ra为 10 ，2×i0 ，4xi0 和 10 的网格点数为 

301×301；另一方面为了捕捉高 Rayleigh数带来的 

高梯度、薄边界层效应，对 Ra=10 ，Ra：10 也 

采用了如图 3所示的边界局部加密的非均匀网格， 

网格点数为 161×161．由于UPFV格式中无论两相 

图3边界加密网格 (161×161) 

Fig．3 Refined locally grid on boundary 

邻控制体中心到公共界面的距离相等或不相等， 

PFV格式公式 (11)相同，所以该公式可直接用于 

非均匀网格．本文计算结果与诸文献计算结果的比 

较见表 1一表 4． 

表 1一表 3中同时给出了流函数 -涡量法、空 

间二阶中心差分离散 [13]、基于特征分裂 (CBS)半 

隐格式 [14]、人工压缩修正连续性方程方法 [15]、两 

次显式，一次半隐的投影法 _l6J、 h自适应有限元 

方法[17]以及DSC和有限元方法_1o] 的数值结果． 

壁面局部 Ⅳ-“数定义为Nul。 l=4- I ，壁面平 
U R；1w all 

rl 

均Ⅳ_“数定义为Ⅳ_“=／Nul。 l ． 
．，o 

从表 1一表 3可知，在已有的几种 Benchmark 

解的数据之间存在一定差别，应当认为自适应有限 

元法计算结果精度最高．相对于自适应有限元法结 

果，当 10。 Ra 10 ，诸文献垂直中线 _“ 最大 

偏差分别为 4．4％，1．3％，4％，1．33％，3．83％，PFV格 

式 _“ 偏差分别为 0．005％，0．03％，0．008％，0．6％， 

2．78％；同样可知诸文献中水平中线 V 最大偏差 

表 1垂直中线 z=0．5上速度水平分量最大值 u 比较 

Table 1 Comparison of maximum vertical(u)at the mid—width(z=0．5) 

表 2 水平中线 Y=O．5上速度垂向分量最大值 V 比较 

Table 2 Comparison of maximum vertical(V)at the mid—height(Y=0．5) 
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表 3壁面最大、最小和平均努赛尔特数 (Ⅳ“ ，Ⅳ“ i ，Ⅳ“ 。)及其坐标位置比较 

Table 3 Comparison of Nu number and the corl’esponding ordinate(max．，min．，ave．) 

表 4 301×301均匀网格与 161×161均匀网格计算结果比较 

Table 4 Comparison of results by uniform grid(301 x301)and non—uniform grid(161×161) 

分别为 0．46％，1．85％，3．08％，5．5％，1．96％，PFV格式 

V 偏差分别为 0．003％，0．038％，0．046％，0．026％， 

0．42％；诸文献中热壁 Nu 的最大偏差分别为 

4．13％，2．53％，3．06％，l2．48％，26．8％，Nu i 的最大 

偏差分别为 9．87％，8．8％，15．68％，27％，42．96％，PFV 

格式Ⅳ“ 偏差分别为0．04％，0．23％，1．15％，5．24％， 

1．71％，PFV格式 Nu i 偏差分别为 0．03％，0．034％， 

0．18％，1．4％，1．7％．可见，当10。 Ra 10 (Ra为 
100

，
10 ，10 ，10。

， 10 )，PFV格式给出的水平中线 

V ，垂直中线 Zl, ，热壁上的 Nu ，Nu i 确实 

与参考文献自适应有限元法计算结果符合较好． 

当 2×10 ≤Ra 4×10 时，自适应有限元法 

没有给出结果，仅文献 [10]给出结果．但文献 [10]本 

身给出的有限元和DSC两种方法计算结果之间也存 

在较大差别，以其有限元计算结果为准，其DSC法 

给出的“～ 偏差分别为0．03％，0．08％，V 偏差分 

别为 2．26％，1．1％，热壁 Nu 偏差分别为 19．45％， 

19．1％，热壁 Nu i 偏差分别为 23．03％，21．7％．可见 

文献[10】的DSC法与其有限元法之间在热计算上存 

在较大差别． PFV格式与文献 [10】有限元法“ 
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RⅡ= 103 

RⅡ= ／04 

R0= 105 

Ra= 106 

Ra= 107 

R0= 108 

(a)流线 

(a)Streamlines 

(b)速度 -“分量等值线 

(b)lso一 contours 

图 4 

Fig．4 

(C)速度 ”分量等值线 

(c)Iso-v contours 

(d)温度等值线 

(d)Iso therms 
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偏差分别为10．95％，20．05％，v 偏差分别为0．37％， 

1．80％，热壁 Nu 偏差分别为 6．3％，10．53％，热壁 

Nu i 偏差分别为 9．2％，10．69％．从对比可知，PFV 

的热计算结果比 DSC结果更接近有限元；而 DSC 

的u ax比PFV格式计算结果接近有限元．但由于 

关于这一 Rayleigh数范围内的研究文献缺乏，所以 

比较难对这一差异分析． 

当 Ra=10 ，白适应有限元法给出了结果．文 

献 [10】相对 白适应有限元法的 u 最大偏差为 

4．58％，v 最大偏差为 3．0％，Nu 最大偏差为 

24．64％，Nu i 最大偏差为 30．1％；PFV相对白适应 

有限元法的u 偏差7．9％，v 偏差0．22％，Nu 

偏差9．4％，Nu i 偏差7．5％．可以看出，除了u ， 

PFV格式比文献 『101的 DSC格式的结果更接近白 

适应有限元结果．虽然 PFV格式对自适应有限元法 

结果的相对误差比低Ra数时有所增大，但实际上， 

Ra=10 已经接近层流向湍流的转捩，层流模型是 

否仍实用，尚有不同看法． 

从表 4可知，在高 Rayleigh数，使用边界加密 

网格，只用了相当于均匀网格一半的单元就能获得 

与均匀网格几乎相同的结果，表明PFV格式具有对 

非均匀网格的良好适应性． 

从图 4可以看出， UPFV格式捕捉到了速度、 

温度的剧烈变化，内波的跳跃．从图4(a)可以看出， 

随Rayleigh数增加，中心涡开始分裂，分别向左右 

壁面靠近；随 Rayleigh数进一步增大，靠近热壁的 

涡沿壁面上升，靠近冷壁的涡沿壁面下降，驻留在 

角点附近．在高 Rayleigh数的情况下 (Ra 10 )， 

垂向壁面温度边界层变得很薄，表明热交换非常强 

烈，速度水平壁面边界层开始分离，出现回流区， 

Rayleigh数再继续增大，将发展成为湍流，这验证了 

Incropera等 -8_的结论． 

4 结 论 

对流扩散方程的摄动有限体积格式模拟自然对 

流结果表明：该格式使用基点数最少，形式简单，重 

构近似精度和分辨率高； Rayleigh(Ra)数适用范围 

广，对 Ra数从 100到 10 的计算，亚松弛系数可 

以保持不变；该格式能适用于结构、非结构以及结 

构 一非结构混合网格，适用于均匀和非均匀网格， 

且可方便地直接应用到三维情况；与 SIMPLE系列 

算法紧密结合，使得 PFV格式适宜作对流传热问题 

大型工程计算． 
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SoLVING 2．D BUoYANCY．DRIVEN CAVITY FLoW  oN CoLLoCATED 

M ESHES BY PERTURBATIoNAL FINITE VoLUM E SCHEM E ) 

Dai Minguo ) Gao Zhi 

(Key Laboratory High Temperature Gas Dynamics，Institute of Mechanics，Chinese Academy ol Sciences， 

Be ng 100080，China) 

Abstract The buoyancy-driven cavity flow in the case of Ra 10。to Ra一 10。is numerically simulated 

with the upwind type of perturbation finite volume(UPFV)scheme for the convective and diffusive equations 

initiated by the second authe r．The UPFV scheme for diflusire and convective equations takes the  saID．e concise 

expressions and uses the same nodes as the upwind scheme of the first order and high approximate accuracy 

of reconstruction can be achieved．Especially，the UPFV scheme is identical for uniform grid and non—uniform 

grid regardless of the  distance from the  CV center to the common face．The results of numerical simulations to 

buoyancy—driven cavity flows by UPFV are consistent with these by spectral method and finite element method 

and DSC in the range from Ra= 100 to Ra一 10 with uniform or non—uniform structured grid．It shows that 

the PFV scheme is valid and can be applied for the  heat convection and transfer problems． 

Key words collocated grid，structured grid，perturbation finite volume scheme，natural convection，SIMPLE 

algorithm revised by Date 
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