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利用有限元线法奇异线映射技巧 

计算应力强度因子 

堡 重 
中国科学 院力学研 究所 ．』E京 。]o008o) 

袁 驷 ／ 

提 要 本文讨论了有限元线法的奇异线映射技巧在具有任意切口、任意切口边界条件的多材料反平 

面断裂问题和平面断裂问题的应用．不仅使得计算速度和计算精度有显著提高，同时使得位移的导数项易 

于较精确地给出。利用位移的导数项 与特征展开项的低阶特征系数间的关系，町直接将低阶特征系数始 

出．并确定应力强度因子。 
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1引 言 

利用奇异线映射技巧求解奇异性问题时可以改变其求解性态 ．特别是使奇异性 问题的 

求解精度和求解效率具有较大幅度的提高IJ 。结合ODE求解器p 的自适应等优势使得有 

限元线法(Finite Element Method of Lines，简称FEMOL)计算奇异 问题具有更多的突出特 

点，突破了其它一些方法(有限元法)的仅对裂纹问题才能采用四分之一布 点的局限性 。区 

间映射技巧和FEMOL布线的灵活性使得可以直接采用更为灵活通用的变量代换映射技 

巧．对任意奇异性问题都能方便地采用奇异线映射技巧求解，计算量大为减少和求解精度 

明显提高。因此可 以在奇异点附近的范围内更出色地描述奇异问题对应的奇异场。经过奇 

异线映射变换后，可将其含有奇异项的级数(奇异场，如应力场)转换为不含奇异项的级数， 

使计算奇异问题转换为计算非奇异问题．可直接得到低阶特征根对应的特征展开系数．从 

而利用特征项系数与应力强度因子的关系直接有效地计算应力强度因子。 
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图l N种材料二维切口问题 图2 FEMOL的径向布线网格 

本文利用FEMOL奇异线映射技巧计算了反平面断裂问题和平面断裂问题。不仅对采用 
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奇异线映射技巧和不采用奇异线映射技巧的求解效率进行了比较，同时也给出了应力强度 

冈子的计算算例。 

2断裂问题的 FBIOL奇异线映射 

考虑如图 1所示的多(N)种材料二维切口问题，为分析讨论方便，除特别需要我们一 

般略去表示不IN材料域的角标。对于反平面切IZl问题的位移 )和平面切口问题的应力 

势函数 (，， ，熟知的Williams特征展开可分别表示为 

(i) 犀平面：w(r， = 『r‘ ( 

(ii) 平 面： r， = Xa， ( (1) 
r=0．1． ⋯． 

其中 ( 和 ( 均为 对应的经过归一化的特征向量t其表达形式分别为 
( = cos,~ + slm 

( =A sin(2 +1) +丑 cos(2 +1) +c sin(3． -1)O+D co 一1)口 
对于平面切口问题特征根 ，对应的位移部分也为r 阶的项 

，t 业  

，

： r  ̂

特征根 ，相对应的应力部分均为 ，̂ 阶的项 

一  r=, = GA ,ra

。'- 二 ， 

(ii) 平 面 

：r~-Ia 【 r( +( +I) ( 】 (3) 
=r't,-I口』【 ( +1) ( 】 i=0，l，2⋯3⋯．．．． 
=r a 【- (刚 

当， 0时应力出现奇异项。FEMOL的求解是以位移为基本未知量，在求解位移及其导数 

过程中，奇异项等价地出现在导数中。做如下变量代换 

口=r̂ (4) 

则相应的位移展开式可重写为 
土 

(i)反平面：w 5"
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(ii)平 面 
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由式(9)可知 

ao= ， 口．=2<／L) 

对于 I型、II型和1II型各阶应力强度因子，一般定义为 

(i) ．= ( 嚣 (，， )] 
(ii) = (√j (，，e)f )，置 ( (r，e)f ) (12) 

其中 分别取对称和反对称型各自对应的特征值。 

4数值算倒 

本文以单材料断裂问题为例，给出了反平面切口问题及平面切口问题数值算例。 

FEMOL误差限取为m L=O．01％ ，分别对利用奇异线映射和不利用奇异线映射两种情况 F 

的不同次数进行计算比较。以下数值算例均采用P586—100计算机计算。 

例1反平面裂纹问题 

如图3所示的单边裂纹问题，利用对称性取半进行分析，边界条件及FEMOL网格如图 

所示。定义位移如下 

Ⅳ=∑口 ， sin(2 
I．3 5． 

从表1给出的沿不同结线的导数值和第～阶特征系数可以看出随单元次数的增加计算结果 

的精度明显提高且沿不同结线稳定，从表2可以看出采用奇异元的计算时间明显提高。 

= L0 

枣：0 ：0 

A(一5．。) 

： L0 

图3反平面单边裂纹问题 图4 L型直角切口反平面问题 

表1反平面单边裂纹问题的最低阶特征展开系数 

比较解： ．=1,08 
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倒2 L型反平面切 口问题 

图4所示L型反平面直角切口问题，边界条件及FE ~【oL网格如图所示，定义位移为 

= ∑ sin(2． +∑ ， cos(2 
J=Ij 5 j=O，2 4 

表3给出了原点0沿不同结线的导数值和第一阶特征( |=2／3)系数。表4给出TA、O和C点 

的位移计算结果并对计算时间进行了比较，利用奇异线映射使得计算速度有显著的提高， 

并且由于计算过程中的导数 已没有或减弱了奇异性而可给 出导数误差限对导数精度加 以 

限制，这是不采用奇异线映射所不能作到的。 

表3 L型反平面切口问题的最低阶特征展开系数 

比较解： ．=0．1546 

表4 L型反平面切口问题的常规元和奇异元结果比较 

例3平面中心裂纹问题 

如图 5(a)所示的两边受拉的中心裂纹问题，利用对称性取四分之一区域进行计算，边 

界条件及 FEMOL网格划分如图(b)所示，取材料的弹性模量为￡=1．0，Polsson比为 
= 0．25。表5给出了沿结线4计算的最低阶特征展开系数及其对应的应力强度因子 。 
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‘ 氟问题 (b)佃分之 一域及FEM0L阿格 

图5 中心裂纹平面问题 

表5中心裂纹平面问题的低阶应力强度因子 

倒4单边切口平面 问题 

‘ 

a：30 

： 
一 岳枷 二
： 嚣：n4 

(a'试件尺寸 (b)二分之一域段FEMOL阿格 

图6 单向拉伸v型切口试件 

如图6(a)所示的两边受单位拉应力的单边切口平面问题，利用对称性取誓进行计算． 

边界条件及 FEMOL网格划分如图(b]所示，取材料的弹性模量为E=1．0，Poisson比为 

：0．3。表6给出了沿结线 5计算的最低阶特征展开系数及其对应的应力强度因子 。 

表6单边切口平面问题的低阶应力强度因子 

5小结 

奇异线映射技巧可以改变问题的求解性态．将奇异性问题转变为非奇异性问题进行计 

算，使得结果精度得以改善，特别是使正常结线求解的过程中无法对位移导数误差加以约 

束这一难题得到了解决．从而能够对应力强度因子进行有效计算，也就是对奇异场进行更 

理想的描述。由于解的过程去除了奇异性．因此求解速度具有显著提高，甚至于对特剐复 
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杂问题的求解由不能计算转变为可以有效地计算。能够比较容易地计算特征展开的低阶特 

征系数(或最低阶应力强度因子)使得 FEMOL的奇异线映射的应用更为宽广。 
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