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摘 　要 　证明了含任意切口、任意切口边界的多材料中厚扁壳问题的特征根等于相应的平

面切口问题和平板弯曲切口问题两部分的特征根组合. 进而证明了中厚扁壳切口问题的特征根

等于相应反平面切口问题和平面切口问题的组合. 中厚扁壳切口问题的特征根及其对应的 0 级

特征函数均可直接按相应的两类基本问题 (反平面切口问题和平面切口问题)进行求解.
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1 　引言

壳体结构分析是一项非常复杂的工作 ,为了能够比较方便地分析和计算 ,做一些合理且

对分析精度影响不大的假设和假定是十分必要的 ,扁壳理论就是这些假定中比较合理的一

种. 中厚扁壳理论能够反映剪切变形的影响且在单元之间仅要求位移 C
0 连续 ,所以受到高

度重视并得到广泛应用[1～6 ] . 对于大多数数值方法 ,若要有效地计算应力强度因子 ,都要在

不同程度上直接或间接地利用问题的特征解. 文[7、8 ]从不同切口边界条件的单材料平面断

裂问题的特征方程入手 ,解析地对第一阶特征根的分布作了分析和讨论. 文 [9 ]从单材料平

面问题的弹性力学复势出发 ,讨论了 V 形切口的特征值问题并给出了特征值随切口角度的

变化规律 ,指出了高阶特征值曲线的分支现象和临界角概念. 文[10 ]利用有限元特征根法求

解了两材料具有相同角度的双材料平面切口问题的特征根. 文 [11 ]给出双材料反平面问题

和单材料平面问题的特征根分布区间并利用二分法求解 ,文 [12 ]证明了反平面断裂问题特

征值都是实根并利用超逆幂迭代法求解完备解. 文 [13 ]利用基于留数理论的嵌入法对平面

切口问题的完备特征解进行了有效求解. 文[14 ]结合嵌入法和 Müller 法的优点 ,证明了联合

求解是一种很好的改进. 文[15 ]对二维切口问题的特征根的重根进行了探讨 ,证明了最大可

能出现的重根数等于对应问题的自由度数. 文[16 ]对文[11～15 ]进行了详细的回顾和总结.

本文推证了基于双级数展开理论中厚扁壳的特征根等于相应的反平面和平面应力切口问题

的特征根的组合 ,可直接调用相应求解程序进行求解或直接应用相应特征根.

2 　基本方程

考虑如图 1 所示的多 ( N)种材料切口中厚扁壳问题 ,取切口尖端为坐标原点 ,考虑剪切

变形影响的五个位移分量为 ur , uθ , w ,ψr ,ψθ ,相应的应力分量分别为中面内力 (薄膜内力)

N r , Nθ , N rθ和平板内力 (弯曲内力) Mr , Mθ , Mrθ和 Qr , Qθ (横向剪力) . 由于扁壳中扁平的假

设 ,在下面的公式和推导中不区分法向和垂直方向、切向和水平方向以及它们相对应的变

形 ,第 j 种材料所在域内平衡方程[3 ]为
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图 1 　N 种材料切口示意图
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其中 �κr , �κθ , �κrθ为扁壳的初曲率
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切口边界条件为
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应力平衡和位移连续的交界条件为
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设广义位移的双级数特征展开式分别为
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记对于特征根λ对应的最低阶项 (即第 n = 0 项 ,略去表示区域的角标 j)为
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相应的交界条件略. 式 (7)的 (i) 、(ii)和 (iii) 的两套关系式之间并不存在任何耦合. 可以看出

(i)套关系式对立与平面应力问题一致 , (ii) 和 (iii) 则与反映 Reissner 型板弯曲特征问题的 0

级部分相一致. 对于特征根求解 ,中厚扁壳断裂问题可以分为相应平面应力问题和相应 Re2
issner 型板弯曲问题两部分. 进而同样也可分为两类基本问题的组合.

3 　中厚扁壳断裂问题特征根求解

3. 1 　平面问题基本方程及其比拟

考虑如图 1 所示的平面应力切口断裂问题 ,位移与应力的关系为
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熟知平面断裂问题的特征根λ对应的 Williams 展开项为

ur = r
λ

f 1 (θ) , 　　uθ = r
λ

f 2 (θ) (9)

不难得出如下的比拟关系

a0 ( f 0 ) ～ f 1 , 　b0 ( h0 ) ～ f 2 , 　�ψr0 ( �u r0 ) ～ ur , 　�ψθ0 ( �uθ0 ) ～ uθ
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(10)

3. 2 　反平面问题基本方程及其比拟

考虑如图 1 所示的反平面应力切口断裂问题 ,位移与应力的关系为
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1
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熟知平面断裂问题的特征根λ对应的 Williams 展开项为
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等价关系

c0 ～ f , 　　�w0 ～ w , 　　�Q r0 ～τrz , 　　�Qθ0 ～τrz (13)

4 　特征函数的求解

对于固定的 n 关于 r
λ3

- 2的基本方程为
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式中不存在的项 (如 n = 0 时的项 c
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分为齐次方程的通解叠加非齐次项的特解. 式 (14)齐次方程的通解分别为
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对于式 (14 (iii) ) ,其 1 阶特解可统一为
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对于式 (14 (ii) ) , n = 1 时相应的 1 阶特解有多种形式 ,文 [ 17 ]给出了单材料的一种特解形

式 ,可直接应用到本文讨论的多材料问题
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当 n = 0 ,式 (14)中 (i) 、(ii)和 (iii) 均为齐次方程 ,其系数{ D
j
01 , D

j
02 }和{ A

j
01 , A

j
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j
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04 }的确

定可按反平面和平面问题中给出的方法求解 ,当 n ≠0 ,非齐次项的特解可视为已知 ,确定齐

次通解部分对应的系数{ D
j
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j
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j
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j
n2 ,A

j
n3 ,A

j
n4 }.

5 　小结

基于双级数展开理论推证了中厚扁壳的特征根等于相应的平面切口问题和板弯曲切口

问题两部分组合 ,因此也就是等于反平面和平面应力切口问题的特征根的组合 ,即相应的特

征根和 0 级特征函数与相应的平面问题和反平面问题对应的特征根和特征函数完全相同.

所以对任意多材料、任意切口张角、任意切口边界条件的情况可直接调用已有的相应求解反

平面和平面切口问题的求解程序进行求解或直接应用已有的相应特征根.
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THE EIGENVAL UES AND EIGENFUNCTIONS IN SHALLOW
SHELL FRACTURE ANALYSIS

Xu Yongjun 　　Liu Chuntu
( Institute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing , 100080)

Abstract 　Solving eigenvalue of shallow shell with crackΠnotch , which around the vertex with
multi2materials , arbitrary opening angles and various surface conditions , is discussed. It is shown that

the shallow shell eigenproblem is tantamount to a combination form of a in2plane problem and a bend2
ing plate problem. Furthermore , it can also be divided into two base parts , one is the anti2plane

crackΠnotch problem and the other is in 2plane crackΠnotch problem. So we can use the corresponding
eigen2solving programs or the eigenvalues directly and use the corresponding eigenfunctions (anti2plane

crackΠnotch and in2plane crackΠnotch problems) as 0 series eigenfunctions of the shallow shell .

Key words 　shallow shell , eigenvalue , eigenfunction , anti2plane notch , in2plane notch , plate

bending
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