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摘要：本文针对四边固定载流矩形薄板 ，利用 Mathieu方程解的稳定性，研究其在电磁场 与机械荷载共同作用下 

的磁弹性稳定性问题。首先在载流薄板的磁弹性非线性运动方程、物理方程 、几何方程、洛仑兹力表达式及电动 

力学方程的基础上，导出了载流薄板在电磁场与机械荷载共同作用下的磁弹性动力稳定方程，然后应用 Galer— 

kin方法将稳定方程整理为 Mathieu方程的标准形式，并将薄板的动力稳定性问题归结为对 Mathieu方程的求 

解 利用 Mathieu方程的稳定解区域与非稳定解区域的分界，即方程系数 和 的本征值关系 ，得出了磁弹性 

问题失稳临界状态的判别方程。通过具体算例，给出了四边固定载流矩形薄板的磁弹性动力失稳临界状态与相 

关参量之间的关系曲线，并对计算结果及其变化规律进行了分析讨论。 
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Abstract：The magnetic-elasticity stability problem of a current plate clamped at each edge，which is un— 

der the action of mechanical load in magnetic field， was studied by using the stability of Mathieu 

equation’S solution in this paper．At first，based on nonlinear magnetic—elasticity kinetic equations，physi— 

cal equations，geometric equations，the expressions of Lorentz forces and electrodynamics equations，the 

magnetic—elasticity kinetic steady equation of the problem were derived．Then，the equation was changed 

into the standard form of the Mathieu equation using Galerkin method．So，the stability problem is trans— 

formed to solve a Mathieu equation．By discussing the eigenvalue relation of the coefficient and in 

Mathieu equation，means determining the boundary lines between the steady and unsteady solution areas 

of Mathieu equation，the criterion equation of the problem is presented here．As an example，a current 

plate clamped at each edge was solved．The curves of the relations among the parameters when the plate 

is in the critical situation of steady are shown in the paper．The calculated answers and the regularity of 

parameters variation are also discussed． 

Key words：magnetic—elasticity；Lorenz force；stability；Mathieu equation 

磁弹性理论是在上个世纪后期发展起来的一个理论分支。由于磁弹性理论所研究的问题具有非常显 
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著的耦合效应，必将在能源、交通、国防等方面有着广泛的应用前景，因此对其相关理论的研究具有非常重 

要的意义 。 

电磁弹性系统在没有受到机械约束时，系统至少存在一个不稳定运动模态；而当约束存在时，通入电 

流的强度或周围磁场强度达到某一临界值时，系统亦将发生失稳现象。因此，磁弹性结构的稳定性问题分 

析是一个重要的理论和应用课题。目前为止，对磁弹性稳定性问题的理论研究，主要集中在铁磁性薄板屈 

曲理论模型的建立及分析方法的研究上 ，对Tokamak核聚变反应堆环向磁场载流线圈及载流杆件的 

稳定性研究是颇具代表性的。。 。而实际工程中存在许多非铁磁材料载流薄板在电磁场与机械荷载共同 

作用下的稳定性问题，因此，对磁弹性稳定问题的研究就成为力学工作者近年来十分关注的研究课题之 
一

。 本文将载流构件磁弹性稳定性问题，由线圈、杆件拓展到非铁磁材料载流薄板的动力稳定性问题的研 

究上，得到了一些全新的结论，具有一定的理论与应用价值。 

1 基本方程 

1．1 载 薄 椒 的磁 蝉 性 动 力 稳 足 性 万 槿 式 的 建 立 

对于载流弹性薄板，将沿厚度分布的洛仑兹力作为载荷简化到薄板的中面内，其分量分别记为 P厂 、 

P厂 、P厂：，将其加入到板运动方程中 ，即可得到板的磁弹性运动方程 

+ + ， + + 

等+ +N +N +2 + 

+ = ， + = ㈩  

式中 h为板厚，l0为质量密度，P ，P ，P 为机械载荷分量，N ，N ，N ；q ，q ；M ，M ，M 为内力 

分量，臼 ，臼 为角位移分量。 

1．2 薄板的磁弹性动力稳定方程 

由于 《w， 《w，在薄板的动力屈曲问题中一般仅考虑挠度引起的惯性力，忽略位移 、 、及转角 

引起的惯性力，忽略薄板的自重。根据薄板的小挠度理论，磁弹性运动方程可进一步简化为 

+丽~2 Mxy+ 2 
叫 Dy2 

弯矩与曲率改变量和挠度的关系为 

M = 峨 )=一D D2 w+
v )，My )=一DM( +v ) 

M M DM(1 ) — D ) (3) 

其中)[ =一 ，)[ =一菩 ，)[ =一 为曲率改变量与挠度的关系。将(3)式代入(2)式中整理得 
一

D +N +2 +N +P， (4) 

设屈曲挠度解为 W( ，Y，t)=W( ，Y)@(t) (5) 

式中 @(t)表示时间 t的函数，W( ， )为屈曲挠度函数。 

将 属 曲棒彦代 入方 稗式 (4)中 。得 载 流薄板 的 磁禅件 动 力稳 件 方稗 
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一  

V 4 W
+ 

1 N 32 w
。⋯ + ]= 

2 载流薄板磁弹性动力失稳临界状态的判别 

(6) 

动力屈曲是指板壳结构对动力荷载相应的屈曲破坏。在参数空间的某些区域中，参数的改变所引起 

的运动的变化很小，然而在另外一些区域中，参数的改变将引起振幅迅速增大趋于发散而发生屈曲破坏。 

因此动力稳定性的研究就是要找出参数空间中这种收敛域与发散域的边界，即系统的动力稳定性边界。 

现给出四边固定载流矩形薄板磁弹性动力失稳临界状态的计算及判别方程。 

如图 1所示，四边固定矩形薄板，长 a，宽 b，通侧向电流(0，．， 0)，处于外加横向磁场(0，0，B。。)中。 

图 1 四边固定矩形薄板上电流磁场分布图 

Fig。1 The distribution diagram of the current density and the strength 

of the applied magnetic field the thin fixed supported plate 

其中 J抛为从 Y方向通入的侧向电流，B。。为垂直于薄板中面的磁感应强度。四边简支薄板边界条件为 

=0， 。： = =0 

_0， 6： = _0 (7) 

将电流条件(0，J ，0)，磁场条件(0，0，B。。)代入洛仑兹力的表达式 中可得到：P厂 =0， =0，P厂 

=J 。hB。。，且 P， 可视为简化到中面上的均布随从力 。设 P 、P 、P 分别为矩形板承受的中面压力， 

有：N I P厂 dx+P P厂 ( 一∞)+P。，N =P2，N =P 。。将其代入动力稳定性方程式(6)中，因无 

外加横向载荷(P：=0)，可得 

‘

P w+{DM w～ c a-x)+P~ 。 32 W ㈣ 
由 Galerkin原理有 

-0' w+[。 w—c a-x)+P1) 。。 32 W ds=O 

设屈曲挠度函数为 = 荤 1 COS )( --COS ) ， 
显然满足所有边界条件，式中的 m，札分别为X，Y方向板屈曲波形的半波数。将其代入式(9)，得 

( 1-cos 2mux)(a 1--COS ))+ 

[DM ( (1-COS 1(1-cos1 1 ／ 11+／／ ￡ l埘= = { { 
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( ( 一 )一P )嘉( A 1一c。s )( 一c。s ))一 

2 32 ( 一s )( 一s )一 2 (卜cos )(卜cos )一 

P 32 o0 

1Am,~1--COS )(1-COS )]@(f，)× 

(艿 1-COS 2mnx)( --COS )) 0 

对式中各项先求偏导，再进行积分得 

{ 等+[4 3bm+ +等)一 

( 咖_P1) ]@(f， ㈨， 
上式中 A 不能全部为零，所以有 

丁9Phab +[4DMn4 3b m+ +3a n 4~一 

( 1 Pf~a-P1 3bm 2n___．~z+P 3anb 1@㈩=0 (12) 

将 Pf =J hB03代入上述方程，令 @(t)=T，J f2=Jcos~t(面为电流的变化频率)，并设 Pl=P0l+ 

Pcos~t，P2=P02+aPcosdJt，式中：Po 、P0。分别为 Pl、P 、静载部分；P为脉动中面荷载的振幅；口是中面 

荷载之问的比例系数。式(12)可整理得 

圳  0s2 ：0 (13) 

其中 

=  [4DMn2 3m+ + 3n 4)_P1) 3 m 2_P0 ] 

=  [(一 +P)等Ⅷ ]； = 
方程(13)是标准的 Mathieu方程。它是系数为周期函数的方程，此方程最重要的性质就是当它的系 

数问存在某种关系时，方程式就具有无限增长的解。式中系数 与 之间的本征值关系，是稳定解区域与 

非稳定解区域的分界。应用 Mathjeu方程的这种性质，可确定载流薄板的失稳,15界状态。其本征值关系 

的表达式参见文献[10]，由本征值关系式，可得到动力稳定区与非稳定区的分界线，而最低阶动力屈曲临 

界状 杰 的求锯 可具 有 际煮 义 

3 算例分析 

现以由中碳钢制成的四边固定矩形薄板为例，讨论其在电磁场作用下的稳定性问题。计算采用的相 

关参数为：板长 a=0．6m、板宽 b=0．2m，质量密度 lD=7．80×10 kg／m ，电导率 =0．63×10 

(0·m)～，弹性模量 E=210GPa，泊松比 v=0．25，圆频率 面=314．16s～，磁导率 ：7．5×10 H／m的 

非铁磁性钢板。依据前面所得的判别方法，令 =0，得最低阶的四组本征值基本公式 ： =a。(7／)， = 

b (7／)， a (7／)， =b (7／)，用 MATLAB语言编制计算程序，计算结果如图 2、3、4、5所示。 

图2描述了四边固定载流矩形薄板在板中面内施加 X 向静荷载 P，=P们时，板厚 h=0．7mm， 
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图2 磁感应强度与临界电流密度的关系图 

Fig．2 The relation between magnetic induction 

density and the current density 

图 4 板长与电流密度关系图l不同板厚) 

Fig．4 The diagram of the current density·length 

of the plate in different condition of thickness 

图 3 板厚与临界电流密度的关系图 

Fig．3 The diagram of the current density 

the thickness of the plate 

图5 板长与电流密度关系图l不同磁场) 

Fig．5 The diagram of the current density-length 

of the plate in different condition of magnetic strength 

0．6ram，0．5ram情况下，外加磁感应强度与失稳临界电流密度 t厂之间的关系。从曲线 C1、C2、C3、C4、C5 

可看到，当外加磁场强度和 P。 一定时，板厚的增加将使失稳临界状态的电流密度有所增加，这也说明增 

加板厚，板的抗失稳能力将增强。另外，当板的厚度和外加磁感应强度一定时，在板中面内施加 X向静荷 

载P。。越大，板的失稳临界状态的电流密度越低。从曲线 C1、C2、C4也可看到，外加磁感应强度对失稳临 

界电流密度影响较大，当磁感应强度在 0．2T～1．2T之间变化时，随着磁感应强度的增加，失稳临界电流 

密度将显著降低：以曲线 C4(h=0．5ram)为例，当 B=0．2T时，失稳临界状态的电流密度 J=3．839× 

10 A／m ，当 B=0．6T时，失稳临界状态的电流密度 J=1．28×10 A／m ，而当 B=1．0T时，失稳临界状 

态的电流密度 J=7．677×10 A／m ，后者只是前者的20％。由于通过 Mathieu方程求解的失稳临界电流 

密度与磁场强度的关系较为复杂，在图 2所讨论的条件下，随着磁感应强度的增加，失稳临界电流密度逐 

渐降低。这表明：导电薄板在电磁场的作用下，通过改变通人电流的强度，可以控制薄板工作状态下的稳 

定性 。 

图3显示了在不同的磁场强度下，失稳临界电流密度随薄板厚度的变化关系曲线。从图中的四条曲 

线可看到，随着薄板厚度从 0．5ram增加到 1．5ram时，失稳临界电流密度也随之呈抛物线型增加，另外也 

可看到，磁场强度对薄板失稳临界电流密度的数值影响较大。例如，厚度为 0．5ram的钢板，当 B=0．4T 
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时，失稳临界电流密度 J=1．567 X 10 A／M (见曲线 C1)；当 B=1．0T时，失稳I临界电流密度降低为 J= 

6．269 X 10 A／m ，降低了60％(见曲线 C4)。也就是说磁场强度的增加将引起失稳I临界电流密度显著降 

低。 

图4是当磁感应强度 B=1．OT时，以矩形薄板的长度 Ⅱ为横坐标，失稳临界电流密度 B为纵坐标， 

变化薄板的厚度来讨论他们之间的相互关系。从图中三条曲线可见，随着薄板的长度的增加，失稳临界电 

流密度呈下降趋势。另外，对比几条曲线，当电磁场单独作用时薄板厚度的变化对失稳临界电流密度的影 

响较为均匀。 

图5显示了当薄板厚度一定，在不同的磁场强度下，板长与失稳临界电流密度之间的关系，可见失稳 

I临界电流密度随板长的增加而减小的关系不变。同时本图从另一个方面验证了图2和图3所反映的问 

题：磁场强度对薄板失稳I临界电流密度的数值影响较大。因此，降低磁场强度可以提高载流薄板在电磁场 

作用下的抗失稳能力。 

4 结论 

(1)通过理论推导，给出了载电流薄板的磁弹性动力稳定性方程。应用 Galerkin原理将动力稳定性 

方程整理为 Mathieu方程的标准形式，并利用 Mathieu方程的稳定解区域与非稳定解区域的分界，得出了 

磁弹性屈曲临界状态的判别方程，由此可计算载流薄板的磁弹性屈曲问题。 

(2)载流薄板失稳临界电流密度值与板的材料、外加磁场强度、板的厚度及几何尺寸有关。对于非铁 

磁性质中碳钢薄板，增加板的厚度，减小外加磁场的强度，缩小几何尺寸均可以提高失稳的临界电流密度 

的数值。 

(3)外加磁场强度的变化对载电流薄板失稳临界电流密度影响较大，减小外加磁场强度可以有效地 

提高临界电流密。从外加电磁场与通电电流之间的关系以及两者对薄板稳定性的影响来看，洛仑兹力是 

控制薄板屈曲问题的主要因素。由此，可以通过变化电磁场方向、强度和变化通电电流方向、密度，改变电 

磁力的状态，从而达到控制载流薄板的变形、应力应变状态及其稳定性的目的。 

(4)本文的研究结果，可供载流电磁结构的安全性、可靠性设计参考。 
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