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圆域内双柱整流现象的数值模拟
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　　摘　要　本文基于 R eyleigh 整流定律, 利用 Ω2Ξ 形式的定常不可压 N 2S 方程, 数值模拟了双
柱在圆域内作高频小振幅振动时所产生的定常整流流动。揭示了流动随整流雷诺数的演化特性。
此外就求解 Ω2Ξ形式的 N 2S 方程所涉及的定解边界条件问题, 本文亦进行了必要的讨论。
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1　引言

在实际工程应用中, 如海洋工程、风工程等, 物体结构都不可避免地会发生振动。此时由于

流体运动的非线性特点, 就会产生各种非线性流体力学效应, 从而对结构物本身产生显著影

响。高频小振幅振动的物体在流体中所诱发的一个典型非线性效应就是所谓整流现象。尽管

整流研究最早可追溯到一个半世纪前的 R eyleigh [ 1 ]　时代, 然而由于整流现象复杂多样, 不同

情况下, 其表现形式不一。而其在工程实践中又有应用价值, 所以一直吸引着人们的研究兴趣。

柱体的研究首先是从单圆柱在无界域中的振动[ 2 ] , 发展到单圆柱在有界域内的振动[ 3 ]及双圆

柱在无界域中的振动情况[ 4 ] [ 5 ]　, 文献 [6 ] 则研究了柱栅在无界域中的整流问题。本文用数值

方法探讨了双圆柱在有界域内的整流现象。

在数值模拟整流规律方面, 由于目前的研究对象大多为二维问题, 因而多以 Ω2Ξ 形式的

N 2S 方程为基本控制方程。其优点为消去了压力这一无直接控制方程的项, 其缺点一般认为是

关于固壁上的涡量边界条件未知, 需人为导出可操作的边界条件。这个问题直到现在仍是一个

研究课题[ 7 ] [ 8 ]。目前以 T hom 提出的一阶涡量边界条件及其高阶改进型较为流行。但 Gresho
[ 9 ]　 则认为不存在涡量边界条件。本文认为从涡量的定义及涡量输运方程本身来源于数学运算

这两点来看, Gresho 的结论是可以接受的, 其实涡量分布并不是问题求解的最终目标。就二维

Ω2Ξ 描述流体运动体系而言, 正确的 (即满足方程及边界条件的) 流函数分布才是求解流体流

动的关键。从数学角度看, 此时的定解问题应是一个关于 Ω的具有四阶偏导及适定边界条件

的偏微分方程, 而涡量可理解为一个中间变量。

本文在数值求解 Ω2Ξ 形式的 N 2S 方程时, 采用缩域的方法将 Ω的第一、第二类边界条件

α 本文于 1997 年 10 月 8 日收到。本项目得到国家自然科学基金资助。
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同时用于强制求解关于 Ω的 Po isson 方程, 即避免提涡量边界条件, 又克服了 Po isson 方程的

超定问题。这样就保证了求出的流场随时都满足不可滑移条件。

图 1　几何示意图

2　整流定解问题

如图 1 示, 一大圆柱 (直径为D ) 内有两个等直径小圆柱 (直径为 d ) , 两小圆柱相距 e =

2l。三柱之间充满均质不可压粘性流体, 流体静止。当两小圆柱整体在 x 方向用高频小幅谐振

时 (U = U oco sΞo t) , 由于在固壁邻近一薄层 (Stokes 层) 外缘, 速度的定常分量不为零, 因而

诱导产生 Stokes 层外的定常流。对于较高整流雷诺数, Stokes 层外定常整流的控制方程为连

续方程及定常N 2S 方程。其在固壁上的定解边界条件由 R ayleigh 整流定律决定。即:

u e = -
3
4

u s

Ξo

d u s

d s
(1. 1)

其中 u e为定常整流在固壁处的切向速度分量 (法向速度分量为零) , u s为对应于柱体振动速度

幅值 U o所诱导的势流速度在固壁处的切向分量, Ξo为柱体振动频率, s 为固壁的切向方向。

引入流函数 Ω及涡量 Ξ后, 则定常整流无因次定解问题变为:

5Ω
5y

5Ξ
5x

-
5Ω
5x

5Ξ
5y

=
1

R e
(52Ξ
5x 2 +

52Ξ
5y 2 ) (1. 2)

52Ω
5x 2 +

52Ω
5y 2 = - Ξ (1. 3)

在边界上

Ω= 0 (1. 4)

5Ω
5n

= u e (1. 5)
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式中 n 为固壁法线方向。在本例中, 相关的无因次参数有: 大小圆柱直径比 (D öd ) , 两内柱间

距 (eöd ) 及整流雷诺数 R e = U 2
0öΞΜ。

图 2　边界网格线变换对应关系

3　计算网格

考虑到问题的上、下对称性, 只须求解半个域 (图 2)。由于求解域边界不规则, 为求解方
便, 须将物理平面求解域变换到计算平面矩形求解域。本文采用椭圆型方程网格生成法。其优

点是所生成的域内网格线具有高度的光滑性且易于通过源项控制网格疏密度。但在本例中有
其不足之处: 在物理平面上求解域有 6 个角点 (A ,B , C ,D , E , F ) , 而矩形平面只能有 4 个角
点。因而存在两个奇点 (C ,D ) 。由此带来两个问题: 一是不能生成正交网格; 二是奇点附近的
网格密度不易控制, 除非控制网格疏密度的源项本身也具有某种奇异性。本文通过加密网格的

办法来改善奇点附近的计算。
设变换函数为:

x = x (Ν, Γ) (2. 1)

y = y (Ν, Γ) (2. 2)

则 x (Ν, Γ) , y (Ν, Γ) , 通过下述定解问题数值解出:

Αx ΝΝ - 2Βx ΝΓ + Χx ΓΓ = 0 (2. 3)

Αy ΝΝ - 2Βy ΝΓ + Χy ΓΓ = 0 (2. 4)

其中

Α=
1
J

(x 2
Γ + y 2

Γ)

Β =
1
J

(x Νx Γ + y Νy Γ)

Χ=
1
J

(x 2
Ν + y 2

Ν)
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J =
D (x , y )
D (Ν, Γ)

　　边界条件为在边界上满足图 2 所示的对应关系。上式中的下标均表示偏导。生成的网格

如图 3 所示。

图 3　物理平面网格图

4　 u s 的确定

根据 R ayleigh 定常整流定律, 整流的边界条件取决于圆柱振动速度幅值所对应的势流速

度在物面上的切向分量。因而在求解整流之前须求解相应的势流定解问题:

控制方程:

ΑΩΝΝ - 2ΒΩΝΓ + ΧΩΓΓ = 0 (3. 1)

边界条件: 在A B , CD , E F 及 FGA 段上有:

Ω= 0 (3. 2)

在B C ,D E 段上有:

5Ω
5s

= co sΗ (3. 3)

此处的 Ω为势流流函数。s, Η的定义见图 1。

5　定常整流数值解法

在计算平面内定常整流的控制方程相应地变为:

1
J

(ΩΓΞΝ - ΩΝΞΓ) =
1

J R e
(ΑΞ ΝΝ- 2ΒΞΝΓ + ΧΞΓΓ) (4. 1)

1
J

(ΑΩΝΝ - 2ΒΩΝΓ + ΧΩΓΓ) = - Ξ (4. 2)

　　前式为关于涡量的输运方程, 后式为关于流函数的 Po isson 方程。 (4. 1) 式的求解本文采

用时间相关算子分裂方法, 即将 (4. 1) 式分裂成若干方程:
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Ξ(1) - Ξn

△t
+

1
J

Ωn
Γ

(Ξ(1)
Ν + Ξn

Ν)
2

= 0 (4. 3)

Ξ(2) - Ξ(1)

△t
-

1
J

Ωn
Ν

(Ξ(2)
Γ - Ξ(1)

Γ )
2

= 0 (4. 4)

Ξ(3) - Ξ(2)

△t
=

Α
J R e

Ξ(3)
ΝΝ (4. 5)

Ξ(4) - Ξ(3)

△t
=

Χ
J R e

Ξ(4)
ΓΓ (4. 6)

Ξ(5) - Ξ(4)

△t
=

Α- 2Β + Χ
4J R e

( 5
5Ν+

5
5Γ) 2Ξ(5) -

(Α+ Χ)
4J R e

( 5
5Ν+

5
5Γ) 2Ξ(4) (4. 7)

Ξn+ 1 - Ξ(5)

△t
=

(Α+ Χ)
4J R e

( 5
5Ν-

5
5Γ) 2Ξn+ 1 -

(Α- 2Β + Χ)
4J R e

( 5
5Ν-

5
5Γ) 2Ξ(5) (4. 8)

　　上述各式中, 上标 n 表示 n 时刻的值, n + 1 表示 n + 1 时刻的值, 其余上标均表示中间变

量。注意 (4. 7)、(4. 8) 两式均来源于 (4. 1) 式粘性扩散项中的交叉导数项。其中用到关系式:

52

5Ν5Γ =
1
4

( 5
5Ν+

5
5Γ) 2 -

1
4

( 5
5Ν-

5
5Γ) 2

以及:

- 2Β = (Α- 2Β + Χ) - (Α+ Χ)

　　前者的目的是为获得网格对角线上的三对角系数矩阵。后者的目的是保证所有系数非负。

这是因为 Α+ Χ> 0, Α- 2Β + Χ≥ 0。
显而易见, (4. 3)— (4. 8) 式中的时间离散均为隐式。本文中空间二阶导数均用中心差分

离散。一阶隐式导数项用一阶迎风格式离散, 而一阶显式导数项则“顺风”离散与之平衡, 从而
得到最终差分格式, 且均为三对角系数矩阵, 可用追赶法解之, 应指出的是, 源于交叉导数项的
(4. 7)、(4. 8) 两式是条件稳定的。这是因为交叉导数项本身可以起正扩散或负扩散的作用, 以
调节非正交坐标系中沿坐标轴方向的扩散量。实践表明, 本方法中整个扩散项的综合效果是稳
定的, 反映了正扩散的物理本质。

(4. 2)式的求解则可利用 n 时刻的涡量分布, 使用中心差分格式及常规 SOR 迭代解之, 只
是在边界条件问题上作特别处理。注意到本例中固壁边界为B ′C′、D ′E′及A ′G′F′, 其上提有

速 度 边 界 条 件。 其 余 边 界 为 对 称 面, 其 上 涡 量 为 零。 因 此 可 将 求 解 域 编 为
A ″B ″C″C′D ′D ″E″F″A ″。相应的边界条件为:

A ″B ″、C′D ′及 E″F″段上:

Ω= 0

A ″F″段上:

3Ωi, J + 1 - 4Ωi, J + Ωi, J - 1

2△Γ = (5Ω
5Γ) i, J + 1

B ″C″、D ″E″段上:

- 3Ωi, 1 + 4Ωi, 2 - Ωi, 3

2△Γ = (5Ω
5Γ) i, 1
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图 4　流函数等值线分布图

　　上两式均为一阶导数的二阶偏差格式, 且有 Ωi, 1 = Ωi, J + 1 = 0。
归纳整流定解问题的求解步骤为:

(1)　指定缩域上的涡量初值。
(2)　利用缩域上的涡量值求解 (4. 2)式得流函数值。
(3)　仍用 (4. 2)式求余下域的涡量值。
(4)　求解 (4. 1)式得下一时刻的涡量值。
(5)　检验流场是否已趋于定常。若是结束运算, 若不是返回第二步。
本文中检验流场是否定常的方法是同时校核求解内域的 ûΞn+ 1 - ΞnûöΞnö△t 以及边界处

的 ûΞn - Ξn- 1ûöΞn- 1ö△t 是否小于指定的精度 (本文为 5×10- 4)。其中——表示平均值。此外
本文算例中的网格数为 100×50, 时间推进步为 0. 01。

604 水　动　力　学　研　究　与　进　展　　　　　　　　　1999 年第 4 期

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



(a)　外壁　　　　　　　　　　　　　 (b)　内壁

图 5　边界速度分布

6　计算结果及讨论

图 4 为直径比 20, 间距 5 时的流场流谱图。从图 4 右半部可见, 流动呈现有两个涡心较为

稳定 (不随R e 变) 的涡区。涡区回流方向由速度边界条件所定。图 5 (a) 为右半域外壁处的速

度分布。图 5 (b)为右内柱壁面处的速度分布情况, 其中右半部分为正, 左半部分为负。这里内

外壁处流速向右定义为正。由此可知外侧涡区的回流方向为流体在底部向外流动经上部返回,

而内侧涡区与之相反, 流体在底部向中心, 流动经上部返回。从图 4 中可见有一条特殊的流线

或与对称轴相交或与外圆相接。这是一条零流线也是内外侧涡区的分界线。从流谱看, 不同R e

数的影响主要就体现在这条零流线的变化以及在区域顶部有一小涡区随R e 数的增大在衍生、

发展, 最终与内侧涡合并。值得注意的是这一过程在极小R e 数范围内就完成了 (本例约为 55

～ 58)。根据涡区的分布情况, 可将本例整流流态分为三种形态: É 类为R e < 55 , 其特征为只

有两个涡区, 且内涡区被包含于外涡区之内; Ê 类为 R e = 55～ 58 , 其特征为有三个涡区; Ë
类为R e > 58 , 其特征仍为有两个涡区, 但内外涡区并列。

显然上述现象除与 R e 数有关外, 理应与外壁处的速度边界条件有关 (应注意边界速度值

与R e 数无关)。注意到本例中顶部的边界速度尽管极小但为正值, 因此可对本例上述现象作如

下解释: 在 R e 数较小时, 由于外侧涡的强力扩散作用, 完全压制住了顶部边界速度的驱动作

用, 从而将涡区扩充到几乎整个上部。随着R e 数的增加, 涡的扩散能力下降。边界速度右向驱

动作用凸现, 从而形成与内侧涡同方向的涡区, 并最终与内侧涡合并。由此不难理解, 若外壁速

度分布均为负, 则不会出现顶部小涡区。又若外壁速度值较大, 则最终流谱取决于哪段边界涡

层扩散能力最强, 这时有可能只存在É、Ë 类形态。上述推论有待进一步深入研究证实。

7　结论

本文数值模拟了圆域内双柱定常整流问题, 试验表明本文对非正交网格下所特有的交叉

导数项的处理及边界条件问题的处理是简单有效的。
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通过数值模拟揭示了整流流动随R e 数的演化特性。由于上部区域内速度太小以及所对应

的R e 数变化范围亦极小, 这一特性的揭示显示了数值试验的优越性。
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N um erica l Sim u la t ion of St ream ing F low s in a C ircu lar R egion
Cau sed by O scilla t ing Doub le C ircu lar Cylinders

X iong A o2ku i
(W uhan T ran spo rta t ion U n iversity, W uhan 430063)

P u Q un
( In st itu te of M echan ics, A cadem ia Sin ica, Beijing 100080)

Abstract　T h is paper deals w ith the steady stream ing flow caused by o scilla t ing doub le circu lar cylinders

in a circu lar region. Based on the R ayleigh stream ing law and steady incomp ressib le N 2S equation in the Ω2Ξ
fo rm , the flow is num erically sim u lated. T he evo lu t ion of flow pattern s w ith the stream ing R eyno lds num ber

is analyzed. In addit ion, the invo lved boundary condit ions are also discussed.

Key words　num erica l sim u la t ion, boundary condit ion s of vo rt icity, st ream ing flow.
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