
第 18 卷第 4 期 山东矿业学院学报 ( 自然科学版 ) Vol. 18 №4

1 9 9 9 年 1 2 月 Journal of Shandong Institute of Mining and Technology (Natural Science) Dec. 1999

　文章编号 :1000 - 2308 (1999) 04 - 0048 - 05

有限元平面三角形网格自动划分
Ξ

张均锋1 ,刘桂斋2 ,陈 　刚3

(1. 中国科学院力学研究所 ; 　2. 山东科技大学基础部 ; 　3. 武汉大学软件基地)

摘 　要 :提出了一种采用单元尺寸函数进行有限元平面三角形网格自动划分的方法 ,根据给定的几何或

物理条件 ,计算待划分区域上每点的单元尺寸 ,并以此将整个区域划分为单元尺寸各不相同的若干个子域 ,在

各个子域内部生成均匀网格。
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采用有限元法解决工程中的各种场问题时 ,首先必须进行“结构离散化”工作 ,产生有限元计算程序

的输入数据 ,然后才能做进一步的计算 ,这一步工作更普遍地称为“网格划分”。早在 70 年代初就有人

做过统计后指出“在进行有限元分析时 ,有 50 %或更多的时间和资金是花在输入数据的准备和检查上

⋯⋯”[1 ] ,因此网格划分由于其繁琐和容易出错而成为有限元分析过程中的“瓶颈”。随着计算机技术

的快速发展 ,在大容量、高速度的微机、工作站、小型机上解决大型工程问题已成为可能 ,各种用于网格

划分的算法和程序也越来越多 ,使得该领域逐渐活跃起来[2 ,3 ,4 ]。

本文提出了一种新的网格划分方法 ,它是由边界和内部控制点共同决定待划分区域内不同部分的

单元尺寸 (从而决定了网格的疏密变化) ,即先定义单元尺寸函数 D ( x , y) ,然后根据 D 的等值线将整

个区域分成单元尺寸各不相同的若干子域 ,在各个子域内生成均匀的三角形网格。

1 　网格生成方法

网格密度控制涉及到网格单元形状和计算精度问题 ,在有限元计算中 ,形状最好的网格是等边三角

形网格[5 ] ,但实际上是没有必要生成正三角形网格。因为 : (1) 进行有限元分析的区域并非每个部分都

要求有相同的精度 ; (2) 由于单元尺寸由最小精度来决定 ,若所有单元都采用最小的单元尺寸 ,就会增加

单元数目从而加大工作量、降低速度。因此实际采用的网格都按如下原则 :在总体上接近等边三角形网

格 ,而在局部有网格密度的变化从而形成有梯度的网格。

1 . 1 　单元尺寸函数

单元尺寸函数是表征平面上某点附近单元的平均边长的函数 ,它可以显式地给出 ,也可以隐含地表

示。如设 D = D ( x , y) 是定义在待划分区域上的单元尺寸函数 ,并设它连续 ,那么在区域内的每一点

( x , y) ,都有唯一的 D 值与之对应。精度较高的尺寸函数可根据物理的或几何的要求来定义 ,凡是计

算精度要求高的区域 ,单元尺寸函数的值就较小。我们所采用的单元尺寸函数是通过边界线段的尺寸

获得内部控制点信息来构造的 ,在其它点上通过插值来获得 D 值。
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边界线段的长度反映了该段边界附近单元的疏密程度 ,边界线段较短的 ,附近单元就较密 ;反之 ,边

界线段长的 ,附近单元就相对较疏。根据单元尺寸函数的意义 ,定义任意边界节点的单元尺寸函数值

D 等于共享该节点的两条边界线段长度的均值 ,如图 1。

图 1 　B 点的单元尺寸函数值为

D ( B) = D ( xB , yB) =
1
2

(| AB| + | BC| )

为了获得区域内任一点的 D 值 ,需要在边界节点和内部控

制节点间形成网格。由于整个区域内的单元尺寸函数 D = D ( x ,

y) 是由一系列曲面片拟合的 ,因此这些曲面片在 X —Y 平面上

的投影就形成了函数 D = D ( x , y) 的投影网络 ,得到的网格节点

集就是由边界节点和内部控制节点组成的集合。对区域内任意

一点 ( x , y) ,首先考察它落在投影网格的哪个单元内 ,然后通过

该单元对应的曲面方程求得该点的 D 值。

1 . 2 　子域的划分

前面定义单元尺寸函数和形成投影网络都是为划分子域作

准备。划分子域主要包括两方面 : (1) 整个区域分成几级子域 ; (2) 怎样划分子域。前面曾提到 ,正三角

形网格被认为是形状最好的三角形网格 ,如果一个网格中出现了钝角三角形单元 ,那么它很可能被一些

有限元程序拒绝接受。由于在子域划分完成后 ,将在各子域内部生成均匀网格 ,故单元形状的变化将出

现在相邻子域的过渡地带 ,这样就必然要求相邻子域的单元尺寸之间满足一定的条件 ,相差太大会使过

渡地带的单元尺寸发生跳变从而影响网格质量。对等腰直角三角形 ,其斜边与直角边之比为 2 ,因此

一般认为相邻子域的单元心寸之比 r 的范围为 1/ 2 ≤r ≤ 2时 ,过渡地带的单元形状可以保持得很好。

设单元尺寸函数 D = D ( x , y) 在整个待划分区域内的最大值和最小值分别为 Dmax和 Dmin ,相邻子

域的单元尺寸比为 r ( r > 1) ,整个区域划分为 N 级子域 , N 由下式决定 :

N = [ln ( Dmax/ Dmin) / ln r (1)

　　第 i 级子域的单元尺寸为 :

D i = Dmin ×ri - 1 (2)

　　在投影网格的每个单元中 ,依次作 D ( x , y) = D i 的等值线 ,将所有这些等值线首尾相接 (或与边界

相接) ,就将整个区域分割成了许多子域 ,它们要么由单一的封闭等值线围成 (常出现在内部控制点的情

况) ,要么位于几条等值线之间 ,如图 2。

图 2 　作出等值线后由四个子域产生 　图 3 　确定 D E 等值线段的走向 　图 4 　说明 b0 必包围 bm 图 　

在投影网格单元内作单元尺寸函数的等值线时 ,需确定等值线的方向 ,图 3 中等值线的方向是这样

确定的 :若 D ( c) < D i ,则等值线的方向是 D →E ,否则等值线方向为 E →D。对任一等值线 ,将落在投

影网格中的所有单元中的等值线段连接起来 ,就得到第 i 条封闭的环。这些环的走向和相互位置决定

了子域的个数 (不一定是 N 个) 及其定义。

在计算机上实现以上过程实际上是一个循环 ,由单元尺寸较小的子域开始 ,一个个地提取各子域的

定义 ,直到把所有边界环用完。在此过程中还需判断一条边界环是否包围另一条边界环。由于各条边

界环是互不相交的 ,故该问题就转换成为判断一个点是否落在边界环内部或外部。如图 4 所示 ,若边界
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环 bm 上一点 A 落在边界环 b0 内部 ,那么 b0 必包围 bm ,这里可用两种方法进行判断 (假设 A 不在边界

环 b0 上) :

(1) 在边界环 b0 上取一条边界段 BC ,使 AC 和 CB 不与其它任何边界段相交 ,计算 △B CA 的有向

面积 S ,若 S > 0 ,则 A 落在边界环 b0 内部 :反之 ,若 S < 0 ,则 A 落在边界环 b0 外部 ;若 S = 0 ,表示 A

落在边界环 b0 上。S 可表示为 :

S =
1
2

xB yB 1

x C yC 1

xA yA 1

(3)

　　(2) 过 A 作水平线 y = yA ,直线与边界环若相交 ,将 A 点和所有交点按 x 坐标值递增的顺序排列 ,

序号从 1 开始 ,则 ①若 A 的序号是偶数 , A 落在边界环的内部 ; ②若 A 的序号是奇数 ,则 A 落边界环

的外部。若过 A 的直线 y = yA 与边界环无交点 ,则 A 在边界环外部。

这样就将所有子域的定义全部抽取了出来 ,每个子域由若干条边界环定义 ,外边界环只能有一条

(沿逆时针方向) ,内边界环可以有多条 (沿顺时针方向) ,至少有一条内边界环的子域是多连通区域 ,其

它为单连通区域。

1 . 3 　均匀网格的自动生成

所谓的均匀网格是特指等边三角形 ,在一个子域内部 ,由于单元尺寸函数值变化不大 ,可以在该子

域内自动生成均匀网格。这里我们采用了“附加网格法”[6 ,7 ] ,即将事先生成的一张正三角形网格覆盖

在待划分区域上来确定节点位置 ,网格单元有些是与区域边界相交的 ,因此这些节点位置需进行调整。

本文中所采用的附加三角形网格是令该网格的某个节点与待划分区域的最高点 ( y 值最大的边界

节点) 重合 ,如图 5 所示 ,均匀网格的生成分两步 : (1) 生成内部节点 ; (2) 连接这些节点形成网格。

图 5 　均匀网格

生成示意图

设单元尺寸为 D ,假想有一系列等距 (距离 d = 3 D/ 2) 的水平直线切割

区域 ,那么这些直线与边界环相交 ,将产生若干落在区域内部的直线段 ,所有

内部节点将在这些水平直线段上产生 ,具体过程如下 :

①找出最大 y 值的边界节点 ( x 0 , ymax) ,同时得 ymin ;

②第 i 条水平直线的方程为 :

y = hi = ymax - i ×d 　　i = 1 ,2 , ⋯, [ ( ymax - ymin) / d ] (4)

　　③确定直线 y = hi 与区域的交点集 ,将所有交点按 x 递增的顺序排列 ,则

交点 1 →2 ,3 →4 , ⋯, (2 n - 1) →2 n 之间的线段一定落在区域内部 ;

④从点 ( x 0 , ymax) 出发作一条斜率 k = tg60°的直线与 y = hi 相交 ,设交点

为 S ( xs , ys) ,则

xs = x 0 + ( hi - ymax) / 3 , 　　ys = hi (5)

　　这样可算出所有落在区域内部的线段上距离 S 为 D 的整数倍的节点 (见图 5) ,这些节点是产生内

部节点的候选点 ,在所有的候选点中 ,那些与已存在的节点 (边界节点、指定内部不动点和新产生的节

点) 距离太近的将被舍弃 ,余下的为最终产生的内部节点。由于所有内部节点都被限定在某条水平直线

上 ,它们之间不会出现距离太近的情况 ,因此只需考察一个候选点是否过于靠近边界或指定内部不动

点。

图 6 　单元Δnbnd nc 的构成图

设 C ( xc , yc) 是候选节点 , B ( xB , yB ) 是边界节点 (或指定节点) ,若

( x C - xB ) 2 - ( yC - yB ) 2 < △　( △可取 0 . 6 D) (6)

则认为 C 过于靠近 B 而被舍弃。将每条直线上的候选点处理完后 ,就

得到由边界节点和内部节点组成的全部节点的集合。

连接节点形成网格是从边界开始。对任一有向边界 nbnd ,在其左

边找最佳节点 nc ,构成一个单元Δnbnd nc ,如图 6 所示 ,线段 A 是 nbnd
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的垂直平分线 ,最佳节点 nc 将在 p1 、p2 、p3 、p4 中产生。这取决于四个三角形 △nbn dnp
i
( i = 1 , 2 , 3 , 4)

中哪个的α(三角形中最大内角与最小内角之差) 最大 ,单元 △nbn dnc 产生后要在原边界中除去边界段

nbnd ,而把 ncnd和nbnc作为新的边界加入边界集 ,若 ncnd和nbnc已在边界集中 ,则将其除去 ,直到所有边界

段用完 (即边界集为空) ,网格便自动生成完毕。

2 　实例

下面用图例说明采用上述方法自动生成网格的

主要步骤。图 7 - a 是原始边界图 ,整个区域由 5

条边界环定义 ,外边界环沿逆时针走向而内边界环

沿顺时针走 ,各边界段的长度在网格划分前就已确

定。图 7 - b 是利用单元尺寸函数的等值线划分的

子域。7 - c 是分别在各子域内生成的均匀网格。

图 7 - a 　原始边界由五条边界环构成

图 7 - b 划分子域之后 ,整个区域由三个多连通子域
组成 ,单元尺寸随子域编号递增

　　
图 7 - c 各子域内部分别生成均匀网格 ,形状较差的

单元出现在子域交界处

3 　结语

利用单元尺寸函数来控制网格密度变化 ,而网格的形状取决于单元尺寸函数的定义 ,在各子域内

部 ,由于内部节点的均匀分布 ,可以快速地产生高质量的网格 ,因而网格的总体质量取决于边界节点和

内部控制节点。在本文的方法中 ,边界段的长度变化要合理 ,相邻边界段的长度变化不能太大 ,否则将

影响生成网格的质量 ,这应在输入数据的准备中 ,对边界段长度作严格的限制 ,如何由几何和物理条件

决定边界段长度是与网格划分密切相关的问题。

此外 ,本文的方法也可进一步推广 ,在已生成的二维网格上产生第三维信息 (如水深、温度、海拔高

度等) 。
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Abstract : A new method of automatically generating finite element planar t riangular meshes is presented on

the basis of using element2size function. By means of geometrical or physical criteria , the element2size of

each point in the region is calculated , the whole region is subdivided into several sub2regions with different

element2size , and then uniformed meshes are generated in each sub2region.
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One Algorithm with Constrained Minimum Generating Subgraph
HAN Cong2ying1 , NING Wei2
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Abstract : In this paper , with regard to a kind of practical connection problem we establish a network model

and present an algorithm which provides access to the computer implementation ; that is , the network G =

( V , E , W ) is simplified by contracting the sides in turn , we eventually obtain the minimum generating

tree ; then we recover each edge and vertex and we obtain the optimal solution.
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