
A辑第 2O卷第3期 

2005年 5月 

水 动 力 学 研 究 与 进 展 

JOURNAL OF HYDRODYNAMICS 

Ser．A，Vo1．20，No．3 

M ay，2005 

文章编号 ：1000 4874(2005)03—0293—07 

对流扩散方程的变步长摄动 

有限差分格式 

李桂波 ， 李明军。， 高智 

(1．中国科学院力学研究所，高温气体动力学开放研究实验室，北京 100080； 

2．中国海洋大学海洋环境学院，青岛 266003； 

3．湘潭大学数学与计算科学学院，长沙 4ll105) 

摘 要： 摄动有限差分(PFD)方法是构造高精度差分格式的一种新方法。变步长摄动有限差分方法是等步长摄动有限 

差分方法的发展和推广。对需要局部加密网格的计算问题，变步长 PFD格式不需要对 自变量进行数学变换，且和等步长 

PFD格式一样，具有如下的共同特点：从变步长一阶迎风格式出发，通过把非微商项(对流系数和源项)作变步长摄动展开，展 

开幂级数系数通过消去摄动格式修正微分方程的截断误差项求出，由此获得高精度变步长 PFD格式。该格式在一、二和三维 

情况下分别仅使用三、五和七个基点，且具有迎风性。文 中利用变步长 PFD格式对对流扩散反应模 型方 程，变系数方程及 

Burgers方程等进行了数值模拟 ，并与一阶迎风和二阶 中心格式及其问题的精确解作 了比较。数值试验表明，与一阶迎风和 

二阶中心格式相 比，变步长 PFD格式具有精度高，稳定性与收敛性好 的特点。变步 长 PFD格式与等步长 PFD格式相比，变 

步长 PFD解在薄边界层型区域的分辨率得到了明显的提高。 
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of computing grids，moreover，it shares the same characteristics with PFD of uniform step as follows：Consider the fi rst order 

upwind scheme of variational step as the starting point，the non—differential terms(convection COefficient and sou rce term) 

were expanded into power series of g rid spacing and the coefficients of the power series were determined by means of elimina— 

ring the truncation error of the corresponding modified differential equation，and thus we obtain the high aceurate PFD scheme 

of variational step．This scheme uses three，five and seven nodes under the circumstances of one。two and three dimensionaI 

problems，and also the scheme is an upwind scheme．This article employed the PFD scheme of variational step tO calculate the 

convection—diffusion equation，the equation of variational coefficient and Burgers equation and SO on，and a comparison with the 

normal fist order upwind and second orde r central scheme was made．The results of the numerical experiments show that the 

PFD scheme of variational step has higher accu racy and better stability and convergence than that of the fist order upwind and 

second order central scheme．The resolution of the PFD scheme of variational step has been clearly improved when it deals with 

problems which have thin boundary layers compared with the PFD scheme of uniform step． 

Key words： high accurate difference scheme； convection—diffusion equation； perturbational finite 

difference method of variational step． 

1 引言 

对微分方程的差分求解 ，上世纪 9O年代 ，高智提 

出数值摄动思想和摄动有限差分(PFD)方法l3 l。摄 

动有限差分(PFD)方法在微分方程的差分近似中，离 

散微商项 的同时，也离散非微商项 (对流 系数和源 

项)；把非微商项摄动展开成 网格步长 Ar的幂级数， 

并通过提高差分格式相应修正方程误差 阶的方法求 

出摄动幂级数系数 ，从而获得高精度差分格式。它与 

增加基点数 目的方法和引入高阶导数的紧致方法不 

同，是微分方程差分近似高精度化的一条新思路。利 

用 PFD方法给出对流扩散方程，对流扩散反应模型 

方程、二阶双曲型方程、KdV方程等在离散单元内局 

部线化方程 的摄动精确数值解(PENS)格式和摄动 

有限差分格式，这些格式具有一阶迎风格式的简洁结 

构形式，在一 、二和三维情况下分别使用 3、5和 7个 

基点。数值实验表明：对解的间断、物理振荡等复杂 

现象 PENS格式和 PFD格式精度高、分辨率高【 。 

在物理量变化梯度大的局部区域 ，需要局部加密 

网格，局部加密网格的通常处理办法是对自变量进行 

数学变换。然而 ，对自变量进行数学变换容易引起误 

差积累和非物理数值振荡。本文利用等步长 PFD方 

法的基本思想，构造变步长 PFD格式。变步长 PFD 

格式形式上 比等步长 PFD格式复杂，但在处理局部 

加密网格的计算 问题 中，变步长 PFD格式不需要对 

自变量进行数学变换 ，可以较好地解决数值计算中的 

误差积累和非物理数值振荡问题。数值试验表明，与 

一 阶迎风格式，二阶中心差分格式和等步长 PFD格 

式比较 ，变步长 PFD格式具有精度高，稳定性与收敛 

性好的特点。 

2 对流扩散反应方程的变步长 PFD 

格式 

一 维 对 流 扩 散 万 程 为 ： 

A 一鲁+s ㈩ 

对流扩散方程(1)的变步长一阶迎风差分格式 

为： 

( 一 )+ ni(
Ui-- Ui I)一 

三 + △r △r ’ 

其 中a—sign(A)， 一为 (i一1)和 i节点19的 

网格步长，△r+为 i和 (i+1)节点间的网格步长。 

差分格式(2)的修正微分方程为： 

A O
．r

一 鲁+s+Ef△r+E+△r++ 

0(2~c 。，△r一 ) (3) 

其中 

=
1+

4 

aA Oa u

～。一一 A雾 
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设想对格式(2)中的对流项系数 AJ和源项 S，进 由修正方程(3)知 

行摄动展开并取一阶项。 

c 一  + 一 一 

其中 

其中 

21-(“ 一l一“，)△r++(“汁l一“ )△r] 
△ △ ++△ 主△ + S (4) 

A 一 A + A+△r++ A △r一 (5a) 

s 一 s+ s+ ++ s △r～ (5b) 

摄动差分格式(4)的修正微分方程为： 

A 一鲁+s+0(△r ， 一) 

式(8a)，(8b)和(9)联立可得 ： 

(9) 

A+：一 1 A + 0(△
r+． ) (10a) 

S AS+ 0( ，△r ) (10b) 

A一： 1 A + 0(△r
+ ，△r一) (10c) 

s — AS+ 0(△r_．，△r ) (1Od) 

A 筹一嘉 _+E + 诸式分另 人式 彳导。 

O(zX；c+ ，△r一 ) (6) 

半A 雾。 

A A + (7a) 

r = 一  雾， 

A 一 A — A △r++ A △r = 

A(1一 +字 )⋯a) 

s 一 s— s ++ s 

s(1一 n+半 (1 lb) 

从而得到一维对流扩散方程(1)的二阶迎风，三基点 

变网格步长摄动有限差分格式 ： 

一 A + A一  A
, (ui+l-- u,)+ 一  

那么若如下关系成立 

A 刁O u A嘉+s++0(△r+) (8a) 

A === 1 A 02 u+ s_+ 0(△r
一 ) (8b) 

则摄动差分格式(4)的精度可达到二阶。 

1 

++半 z 

+ s， △r △r +△r △r ～ 一 ⋯  

在变步长PFD格式(12)中令△r一一△r+，得到 

等步长，迎风二阶三基点 PFD格式 ： 
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A i[(1
～a)(M 。一M )+(1+a)(M 一M 。)]一 

兰!二 ± 

1 q-2A~ 

3 数值实验 

(1)简单常系数问题 

一 锄 + U 一 0 
0<  < 1 

U(0)一 0，U(1)一 1 

其精确解为 M( )一 (e 一1)／(e“ 一1)。 

本方程解在 一1附近具有边界层型结构。在大 

部分区域内，解接近上游值 “(0)，仅仅在靠近边界 
一 1的薄层内，解急剧增大到下游值 “(1)。计算中取 

￡：0．01，计算区域为 0< < 1。网格节点取 101。变 

步长计算时在 0．9< < 1区间内对网格加密，在 0 

< < 0．9区间取 5O个均匀网格点，在 0．9< < 1 

区间取 5O个均匀 网格点。计算结果见图 1和表 1。 

从图中可以看出：变步长 PFD格式基本与精确解重 

合 ，精度优于等步长 PFD格式和二阶中心格式。一 

阶迎风格式偏离精确解最大。表 1列出了诸格式最 

大绝对误差和方均根误差(UW，CDS，PFD—uniform 

和 PFD—ununiform分别表示一阶迎风，二阶中心，等 

步长 PFD格式和变步长 PFD格式)。 

可以看出：一阶迎风格式误差比二阶中心和等步 

长 PFD格式约大一个数量级，而变步长 PFD格式的 

误差比CDS约小一个数量级。 

(2)常系数对流扩散反应模型方程 

叫 + M 一 (1+ ￡)M一 0 — 1< < 1 

M(～ 1)一 1+ e一。 

M(1)一 1+ e‘ 

其精确解为 M( )一 e‘一 +e ‘ 。 

该问题的解 ，当 ￡《 1时在 一一1的边界附近 

存在薄边界型结构。计算中取 ￡：0．005，计算区域为 

一 1< < 1。网格节点取 401。变步长计算时在 一1 

< <一0．4区间内对网格加密 ，在 一1< < 

一

O．4区间取 300个均匀网格点，在 一0．4< < 1区 

间取 1()()个均匀网格点。计算结果见 图 2和表 2。 

表 2列出了变步长 PFD格式与一阶迎风，二阶中心 

格式及等步长 PFD格式最大绝对误差和方均根误 

差 。 

同样可以看出：变步长 PFD格式 比其它诸格式 

精度均有明显提高。 

I冬{1 简单常系数方程(局部放大) 

图 2 常系数对流扩散反应模型方程(局部放大) 

(3)变系数方程 。 

1 1 
一 ～ 干 “r一—2 q—-x 一 

ce一南 一 一 2 ⋯̂ 
0<  < 1 

M(0)一 1+ 2 ，M(1)一 e+ 2 
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表 1 问题 1诸格式最大误差和方均根误差 

表 2 常系数对流扩散反应模型方程诸格式最大误差和方均根误差 

UW CDS PFD_uniform PFD ununiform 

最大误差 0．36671 7E+00 0．343730E一01 0．320976E-01 0．777927E一02 

方均根误差 0．197067E一01 0．220887E一02 0．219703E一02 0．142005E-02 

最大误差 0．407668E+00 0．386300E+00 0．138690E+00 0．238995E一01 

方均根误差 0．309216E-01 0．272621E 01 0．101 405E-01 0．459306E一02 

其精确解为 “( )一 e +2 (1+ ) 。 

该问题的解，当e很小时在 一 1的边界附近 

存在薄边界型结构。计算中取 e一0．001，计算区域为 

0< < 1。网格节点取201。变步长计算时在 0．9< 

< 1区间内对网格加密，在 0< < 0．9区间取 100 

个均匀网格点，在 0．9< < 1区间取 100个均匀网 

格点。计算结果见图 3和表 3。表 3列出了变步长 

PFD格式与一阶迎风，二阶中心格式及等步长 PFD 

格式最大绝对误差和方均根误差。 

分析计算结果表 明：对 于变系数方 程，变步长 

PFD格式基本与精确解重合，其次是等步长 PFD，再 

次一阶迎风格式，二阶中心格式在附近出现振荡。 

(4)非线性 Burgers方程 

Burgers方程是典型的模型方程 ，其形式为： 

““ 一 U ／Re 一 1< < 1 

“(一 1)一 tanh( ／2) 

“(1)=：一 tanh(Re／2) 

其精确解为 U( )一一tanh(xRe／2)。 

该问题的解 ，当 心 数很大时在 一0附近变化 

剧烈。计算中取 Re—1000，计算区域为 一1< < 1。 

网格节点取 50I。变步长计算时在 一0．2< < 0．2 

区间内对网格加密，在 一I< <一0．2和 0．2< 

< I区间取 100个均匀网格点 ，在 一0．2< < 0．2 

区间取 400个均匀网格点。计算结果见图 4。 

可以看出：变步长 PFD格式基本与精确解重合， 

其次是等步长 PFD，一阶迎风格式与精确解有较大 

偏离，而二阶中心格式此时已出现局部振荡。 
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图 3 变系数方程(局部放大) 

图 4 非线性 Burgers方程(局部放大) 

图 5 Burgers方程收敛性分析(Re一1000) 

2 4 6 8 10 I2 ¨ 

ITER 

图 6 Burgers方程收敛性分析(Re 一1400) 

化 比较剧烈的问题时 ，变步长 PFD格式比其它格式 

具有更明显的优势。 

为比较变步长 PFD格式与其它诸格式的收敛性 

和稳定性情况，对 Burgers方程，图 5和图 6分别给 

出了四种格式方均根误差与迭代次数的关系。图中 参 

横坐标代表迭代次数，纵坐标代表方均根误差 ，网格 

点与与计算图4的网格点一样。图5和图6中 分 

别为 1000和 1400。分析两图不难发现 ：变步长 PFD [1] 

格式收敛性和稳定性比其它诸格式均有所提高。特 

别是当Re数增大到 1400时，二阶中心格式已得不到 

稳定解，而此时变步长 PFD格式仍保持了较好的收 

敛性与稳定性 。 
一 一  

L3 

4 结论 

通过文中4个算例，表明：变步长PFD格式与一 L4 

阶迎风，二阶中心及等步长 PFD格式相比具有精度 

高，稳定性与收敛性好的特点。特别是在求解梯度变 
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