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摘 　要 :对能够求解一系列线性常微分方程组边值问题的数值计算方法 ———离散正交法 (DOM) 进行了离散点

的正交分析 ,给出了计算机实现数值计算的程序设计原理与计算流程图 ,指出了该方法能够克服传统计算方法

由于所求函数的快速增长所引起的边界效应和局部效应的缺点 ,给出了得到稳定计算过程的可能性。为了推广

应用 ,文中介绍了离散正交法的基本原理、实现方法和求解过程 ,讨论了采用离散正交法来求解非线性问题的处

理方法。并且以承受均布载荷的环形板为例 ,将采用离散正交法的计算结果与经典解作了对比。
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1 　引　言

自离散正交法[1 ]问世以来 ,由于计算技术逐步

发展 ,该法至今尚未在解决板壳非线性边值问题中

得到广泛应用 ,在数值计算领域中 ,也未能充分发

挥作用。众所周知 ,当求解板壳非线性问题时 ,通

常采用迭代过程 ,迭代过程中每一步的线性边值问

题都是可解的。因此 ,准线性化的方法是迭代过程

的基础 ,即计算过程中的每一步都必须是利用上一

步的结果作为下一步的基础[2 ,3 ] 。这样 ,作为求解

一系列线性常微分方程组边值问题的数值计算方

法 ———离散正交法 (DOM) ,可以成为用来解决板

壳非线性边值问题的一种有效的计算手段。

为了推广应用该法的计算机实施 ,使计算者能

够正确掌握正交点的确定和计算结果的选取 ,顺利

地根据计算目的编制出计算程序来 ,本文对该法进

行了离散点的正交化分析 ;并在此基础上 ,给出了

程序设计原理和计算流程图 ;指出了采用该方法 ,

能够克服在传统计算方法中由于待求函数的快速

增长所引起的边界效应和局部效应等缺点 ,给出了

得到稳定计算过程的具体手段。为此 ,文中简略地

介绍了离散正交法的基本原理、实现方法和求解过

程 ;讨论了采用离散正交法求解非线性问题时的处

理方案 ,并且以承受均布载荷作用的环形板为例 ,

将采用离散正交法计算的结果与经典解作了对比。

应用离散正交法不仅可以求解线性问题 ,亦可

以求解非线性问题。对于同时含有时间变量的动

力学问题 ,按照时间变量或者位置变量建立差分格

式 ,仍旧可以应用离散正交法进行求解[4 ] 。

2 　离散正交法的基本原理

离散正交法是对一系列线性常微分方程组的

边值问题进行求解的数值方法。对于一些工程问

题 ,例如 ,圆盘上作用轴对称载荷的弯曲问题 ,圆柱

壳的轴对称变形问题 ,都可以用常微分方程描述 :

df
d x

= A ( x) f + q ( x) 　( a ≤ x ≤b) (1)

边界条件为

D1f ( a) = d1 (2)

D2 f ( b) = d2 (3)

其中 f = { f 1 , f 2 ⋯f n} T 为 n维纵向矢量 , q = { q1 ,

q2 ⋯qn} T 为 n 维纵向矢量微分方程的非齐次项 ,

A ( x) 为 n阶方阵 , D1 和 D2 为给定的对应于秩为 k

×n和 ( n - k) ×n的直角矩阵。d1 和 d2 为给定的矢

量。对于边值问题 (1) ～ (3) ,已有多种经典数值解

法 ,例如 ,龙格 —库塔法和阿达姆斯法[5 ] 等。但是

这些方法会由于所求函数的快速增长而引起的边

界效应和局部效应 ,导致计算的不稳定性。而离散

正交法对于在有限离散点上求解 (1) ～ (3) 所描述

的边值问题 ,可得到稳定的计算过程。



2 . 1 　离散正交化

将区间[ a , b] 离散成许多个小区间 ,离散点为

x i ( i = 0 ,1 ⋯N) ,且 x0 = a , x N = b。离散点个数的

选择与所要求解的精度有关 ,并设在区间 [ a , b] 上

的一些点上可以给定补充条件 :

　　f + ( x i ) = B if - ( x i ) + qi (4)

边值问题 (1) ～ (3) 的解将有下面的形式 :

　　f ( x i ) = ∑
m

j = 1

cjf j ( x i ) + f m +1 ( x i ) (5)

式中 B i 为 n 阶方阵 , qi 为 n 维矢量 , m 为离散区间

右侧边界条件的数目 ,f j ( x i ) 为方程 (1) 的齐次解 ,

f m +1 ( x i ) 为方程 (1) 的非齐次解 , cj 为待定常数。式

中上角标“+”表示离散点的右边界值 ,“- ”表示离

散点的左边界值。

假设应用阿达姆斯法在离散点 x i 上找到的解

为ηr ( r = 1 ,2 ⋯, m + 1) ,且

η+
r ( x i ) = B iη-

r ( x i ) 　( r = 1 ,2 , ⋯, m) (6)

为式 (1) 的齐次解 ,而

　　η+
m +1 ( x i ) = B iη-

m +1 ( x i ) + qi (7)

为式 (1) 的非齐次解 ,这样在离散点 x i 处正交化前

有矢量η+
1 ( x i ) ,η+

2 ( x i ) , ⋯,η+
m ( x i ) ,η+

m +1 ( x i ) 。

采用施密特正交化方法[6 ] ,对向量组η+
1 ( x i ) ,

η+
2 ( x i ) , ⋯,η+

m ( x i ) ,η+
m +1 ( x i ) 正交化处理。令

ξ1 ( x i ) =η+
1 ( x i )

ξ2 ( x i ) =η+
2 ( x i ) - ω12ξ1 ( x i )

　⋯　　　⋯　　　⋯ (8)

ξk +1 ( x i ) =η+
k +1 ( x i ) - ∑

k

j = 1

ωj , k +1ξi ( x i )

式中 ω12 =
(η+

2 ( x i ) ,ξ1 ( x i ) )
(ξ1 ( x i ) ,ξ1 ( x i ) )

ωi , k +1 =
(η+

k +1 ( x i ) ,ξj ( x i ) )
(ξj ( x i ) ,ξj ( x i ) )

( j = 1 ,2 ⋯m + 1)

这样在离散点 x i 处对向量组η+
1 ( x i ) ,η+

2 ( x i ) , ⋯

η+
m ( x i ) ,η+

m +1 ( x i ) 作正交化处理后 ,得到一组新的

向量组ξr ( x i ) ( r = 1 ,2 , ⋯, m + 1) ,且通过式 (8)

有

　　η+
r ( x i ) =ξr ( x i ) + ∑

r - 1

j = 1

ωj , rξj ( x i )

( r = 1 ,2 , ⋯, m + 1) 　(9)

故有

　　(η+
1 ( x i ) ,η+

2 ( x i ) , ⋯,η+
m ( x i ) ,η+

m +1 ( x i ) ) =

　　(ξ1 ( x i ) ,ξ2 ( x i ) , ⋯,ξm ( x i ) ,ξm +1 ( x i ) )Ωi

其中

Ωi =

ω11 　ω12 　⋯　ω1 , m +1

ω22 ⋯ ω2 , m +1

ω 　…

ωm +1 , m +1

所得到的向量组ξr ( x i ) ( r = 1 ,2 , ⋯, m + 1) 为一正

交向量组 ,即满足下式 :

当 i ≠ j 时 , (ξi ,ξj ) = 0

由于η+
r ( r = 1 ,2 , ⋯, m + 1) 为问题 (1) ～ (3) 的

解 ,考虑式 (9) ,则ξr ( r = 1 ,2 , ⋯, m) 和ξm +1 分别

为式 (1) ～ (3) 的齐次解及非齐次解。

在每一个离散点 x i 处 ,方程 (1) 的解都满足离

散区间左端的边界条件式 (2) ,且可写成两种表达

形式 :

正交化前 :f ( x i ) = ∑
m

j = 1

c
( i - 1)
j η+

j ( x i ) +η+
m +1 ( x i )

(10)

正交化后 :f ( x i ) = ∑
m

j = 1

c
( i)
j ξj ( x i ) +ξm +1 ( x i ) (11)

2 . 2 　离散正交化解的正向过程

首先在 x = a 处展开左侧边界条件 (2) 如

下[7 ] :

d11 f 1 + d12 f 2 + ⋯+ d1 k f k + ⋯+ d1 n f n = d1

d21 f 1 + d22 f 2 + ⋯+ d2 k f k + ⋯+ d2 n f n = d2

⋯　　　　⋯　　　　 ⋯ (12)

dk1 f 1 + dk2 f 2 + ⋯+ dkk f k + ⋯+ dkn f n = dk

将式 (12) 中的 k + 1 ～ n 项移至等式右侧 ,则有 :

d11 f 1 + ⋯+ d1 k f k = d1 - d1 , k +1 f k +1 - ⋯ - d1 n f n

d21 f 1 + ⋯+ d2 k f k = d2 - d2 , k +1 f k +1 - ⋯ - d2 n f n

⋯　　　　　 ⋯　　　　　　　 ⋯ (13)

dk1 f 1 + ⋯+ dkk f k = dk - dk , k +1 f k +1 - ⋯ - dkn f n

再将式 (13) 中的 f k +1 , f k+2 , ⋯, f n 连续地令作纵向

单位矩阵值 ,当设 d1 = d2 = ⋯ = dk = 0 时 ,可确

定初始条件 f j ( j = 1 ,2 , ⋯, m) 。令 f k +1 = f k+2 = ⋯

= f n = 0 时 ,可得到的 f m +1 初始值。将初始值按式

(8) 正交化 ,得到矢量ξr ( r = 1 ,2 , ⋯, m + 1) ,并应

用阿达姆斯法或其他相应方法向前积分一次 ,得到

η+
r ( x i ) ( r = 1 ,2 , ⋯, m + 1) 。依次类推 ,在最后一

个区间的 x i = x N 处有 :

f ( x N ) = ∑
m

j = 1
c

( i)
j ξj ( x N ) +ξm +1 ( x N ) (14)

在离散区间的右端将式 (14) 代入右侧边界条

件 (3) 中 ,使其满足边界条件 ,便可确定未知系数

c
( N)
j ( j = 1 ,2 , ⋯, m) 。至此在点 x i = x N 处给出了
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边值问题 (1) ～ (3) 的解 ,问题的正向过程结束。

2 . 3 　各离散点解的获得

欲求得问题在区间 [ a , b] 内所有离散点处的

解 ,关键是要得到解的常系数 c
( i)
j ( j = 1 ,2 , ⋯, m) 。

为此 ,考虑在[ a , b] 区间内任一离散点 x i ( i =

1 ,2 , ⋯, N - 1) 处 ,式 (10) 和 (11) 成立 ,令表达式

(10) 和 (11) 两端相等有 :

∑
m

j = 1
c

( i - 1)
j η+

j ( x i ) +η+
m +1 ( x i ) = ∑

m

j = 1
c

( i)
j ξj ( x i ) +ξm +1 ( x i )

同时考虑式 (9) ,由ξj 来代替η+
j 则有 :

　　c
( i - 1)
1 ω11ξ1 + c

( i - 1)
2 (ω12ξ1 +ω22ξ2 ) + ⋯

　　+ c
( i - 1)
m (ω1 , mξ1 + ⋯+ωmmξm ) +

　　+ 1 ·(ω1 , m +1ξ1 +ω2 , m +1ξ2 + ⋯+

　　ωm , m +1ξm + 1 ·ξm +1 ) = c
( i)
1 ξ1 +

　　c
( i)
2 ξ2 + ⋯+ c

( i)
mξm + 1 .ξm +1 (15)

在式 (15) 中 ,令矢量ξj ( j = 1 ,2 , ⋯, m + 1) 的系数

相等 ,得到 :

　　　Ωic
( i - 1)

= c( i) 　( i = 1 ,2 , ⋯, N) (16)

式中 c( i) = { c
( i)
1 , c

( i)
2 , ⋯, c

( i)
m } 。式 (16) 亦可写为如

下的形式 :

c
( i - 1)

= | Ωi | - 1 c
( i) (17)

由此 ,借助于式 (17) 的帮助 ,从 i = N 点即 x N 处开

始 ,进行反向运算 , 即可得到所有离散区间 [ a , b]

上的在所有离散点处的常数 c
( i)
j 的值。按照式 (11)

计算可得到边值问题的解 f ( x i ) ,至此区间[ a , b]上

的所有离散点处的解全部得到。

3 　离散点的正交分析及程序设计
在求解过程中 ,为了提高计算的精确性 ,往往

会选择很多离散点 ,但实际上并不需要输出所有离

散点处的函数值 ,而只是限制在一些点上输出所需

要的函数值 ,这些点称为提供结果的点。显然 ,这些

点要比所选的正交点少。利用下面的方法还可以有

效地减少信息的存储量。设 x i - 1 和 x i + j 为提供结果

的点 ,由方程 (13) 可以得到[6 ] :

　　　　Ωi + jΩi + j - 1 ⋯Ωic
( i - 1)

= c
( i + j)

或者 : ( ∏
j

k = 0

Ωi+ k ) c
( i - 1)

= c
( i + j)

由此得 :

c
( i - 1)

= ( ∏
j

k = 0

Ωi + k )
- 1

c
( i + j) (18)

因此 , 为了求得矢量 c
( i - 1)

, 只须存储矩阵乘积

∏
j

k = 0

Ωi + k 的数据资料。例如 ,将区间 [ a , b] 分成等长

的 100 个子区间 , 而只需输出 11 个点 (点 0 ,10 ,

20 ⋯,100) 的计算结果即可 ,这样在计算过程中只

需存储 ∏
10

k = 1

Ωk , ∏
20

k = 10

Ωk , . . . , ∏
100

k = 90

Ωk 及在各结果点处

正交化后的列向量η+
r ( r = 1 ,2 , ⋯, m + 1) 等数据。

这时 ,在能够提供结果的一系列点 x i 上还应该补

充条件 (4) ,则可以从表达式 (11) 的右边确定边界

值 f +
j ( x i ) ,而左侧边界值 f -

j ( x i ) 可以由下式得到 :

f +
j ( x i ) = B if -

j ( x i ) ,f +
m+1 ( x i ) = B if -

m +1 ( x i ) + qi

由此有

f + ( x i ) = ∑
m

j = 1
cj ( x i ) B if -

j ( x i ) + B if -
m +1 ( x i ) + qi =

B i ( ∑
m

j = 1
cj ( x i ) f -

j ( x i ) + f -
m +1 ( x i ) ) + qi

即 :

∑
m

j = 1
cj ( x i ) f -

j ( x i ) + f -
m +1 ( x i ) = B - 1

i [f + ( x i ) - qi ]

(19)

至此 ,就可以用 FOR TRAN 语言或其他计算

软件编制程序进行计算。对于线性和非线性问题都

可以应用离散正交法来进行求解。非线性问题的关

键就是建立本文 4 . 所示的迭代方程 ,将非线性问

题转换为一系列的线性问题。在程序设计中几个核

心问题分别为 :边界条件的引入、初始变量的计算、

选择合适的计算方法求解一系列的线性常微分方

程组、正交化过程和过程数据的控制、迭代次数的

控制及离散点、正交点、结果点的选择。

本文对算例描述的非线性问题编制程序 ,其流

程如图 1所示。采用高斯消去法计算式 (13) 中的初

始变量 ,应用施密特正交化方法对计算过程变量正

交化处理 ,选用阿达姆斯法求解一系列的线性常微

分方程组。应当注意的是 ,具体算法的选择将影响

收敛区间 ,从而影响计算的稳定性以及计算的精

度。所以 ,为得到更高精度的计算结果 ,有时要做出

一些计算时间的牺牲。至于在实际计算中的离散

点、正交点、输出结果点的选取 , 可以根据计算精

度、计算时间以及输出结果的要求进行选择。例如 ,

若将整个计算区间划分成 300 个等长的小区间 ,即

301 个离散点 ,则可以选择 101 个正交点 (即点 0 ,

3 ,6 ⋯,300) ,而只选取其中的 31 个点作为输出结

果点 (即点 0 ,10 ,20 , ⋯,300) , 这些都是根据具体

计算要求选定的。若要求计算精度再高些 ,则可以

将区间划分得更小 ,选择更多的离散点作为正交
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图 1 　离散正交法的计算流程图
Fig. 1 　The flow chart of D OM

点 ,但需要付出较多的计算时间。若要求输出结果

更真实地反映实际情况 ,则需要选取更多的正交点

作为结果输出点 ,当然 ,同样要付出更多的计算时

间 ,而且对计算机提出了更高的要求。

4 　应用离散正交法求解非线性问题

在实际工程中 ,很多问题必须应用非线性微分

方程描述 ,当不可忽略非线性项时 ,若采用离散正

交法来求解 ,则必须作如下处理 :

设非线性边值问题可表示为

df
d x

= F( x ,f) 　( a Φ x Φ b) (20)

边界条件 : 　D1 f ( a) = d1 , D2 f ( b) = d2 (21 ,22)

式中 F为 n 维矢量 ;f , D1 , D2 , d1 , d2 同前。设边值

问题 (20) ～ (22) 的近似解为 f ( k) ( x) ,这时 ,精确解

f ( k)
3 ( x) 可以记作下面形式 :

　　f ( k)
3 ( x) = f ( k) ( x) +Δf ( k)

3 ( x) (23)

将式 (23) 代入式 (20) ～ (22) 得

d
d x

(f ( k)
+Δf ( k)

3 ) = F( x ,f ( k)
+Δf ( k)

3 )

借助于拉格朗日形式[8 ]

　 d
d x

(f ( k)
+Δf ( k)

3 ) = F( x ,f ( k) ) +Γ( x , y 3 )Δf ( k)
3

式中 | y( k) ( x) - f ( k) ( x) | Φ| Δf ( k)
3 ( x) | 。

其边界条件构成下面的形式 :

D1 (f ( k)
0 +Δf

( k)
0 3 ) | x = a = d1 (f ( k)

0 ) +

Γ0 (y( k)
0 ,y( k)

l )Δf
( k)
0 3

D2 (f ( k)
l +Δf

( k)
l 3 ) | x = a = d2 (f ( k)

l ) +

Γl (y( k)
0 ,y( k)

l )Δf
( k)
l 3 (24)

式中 | y( k)
0 ( x) - f ( k)

0 ( x) | Φ| Δf
( k)
0 3 ( x) |

| y( k)
l ( x) - f ( k)

l ( x) | Φ| Δf
( k)
l 3 ( x) |
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设 f ( k)
3 ≈ f ( k +1)

,f
( k)
0 3 ≈ f ( k+1)

0 ,f
( k)
l 3 ≈ f ( k +1)

l 。

由式 (23) 和式 (24) 就可以得到一个迭代过程 :

df ( k +1)

d x
= F( x ,f ( k) ) +Γ( x ,f ( k) ) (f ( k +1)

- f ( k) )

　　Γ0 (f ( k)
0 ,f ( k)

l ) f ( k +1)
0 = - d1 (f ( k)

0 ,f ( k)
l ) +

Γ0 (f ( k)
0 ,f ( k)

l ) f ( k)
0

　　Γl (f ( k)
0 ,f ( k)

l ) f ( k +1)
l = - d2 (f ( k)

0 ,f ( k)
l ) +

Γl (f ( k)
0 ,f ( k)

l ) f ( k)
l (25)

得准线性迭代式为

　df ( k +1)

d x
= F( x ,f ( k) ) +Γ( x ,f ( k) ) (f ( k +1)

- f ( k) )

(26)

　　D1 f ( k +1) ( a) = d1 , 　D2 f ( k +1) ( b) = d2

( k = 0 ,1 ,2 ⋯)

式中 Γ( x ,f ( k) ) 为系统右侧部分的雅可比矩阵。至

此即可应用离散正交法对其求解 ,在每一个离散点

建立式 (26) 描述的迭代过程。

5 　算 　例
考虑一个周边简支的环形板 ,如图 2 所示 ,采

用极坐标描述 ,其基本方程为

d u
d r

=
1 - ν2

Eh
N r -

1
2
θ2

r , 　dw
d r

= - θr

dθr

d r
=

12 (1 - ν2 )
Eh3 M r -

ν
r
θr

dQr

d r
= -

1
r

Q r - qz

d N r

d r
= -

1 - ν
r

N r +
Eh
r2 u - qr

dM r

d r
= -

1 - ν
r

M r + Qr +
Eh3

12 r2θr + N rθr (27)

图 2 　作用有均布载荷的环形板
Fig. 2 　The annular plate wit h equally dist ributed load

按照 4 节中介绍的方法建立迭代方程 :

d u
( k+1)
r

d r
= -

1 -ν2

Eh
N

( k +1)
r -

1
2

(2θ( k +1)
r θ( k)

r -θ( k)
r θ( k)

r )

dw
( k +1)

d r
= - θ( k +1)

r

dθ( k +1)
r

d r
=

12 (1 - ν2 )
Eh3 M

( k +1)
r -

ν
r
θ( k +1)

r

d N
( k +1)
r

d r
= -

1 - ν
r

N
( k +1)
r +

Eh
r2 u

( k +1)
- qr

dQ
( k +1)
r

d r
= -

1
r

Q
( k +1)
r - qz

d M
( k +1)
r

d r
= -

1 - ν
r

M
( k +1)
r + Q

( k +1)
r +

Eh3

12 r2θ
( k +1)
r

+ ( N
( k +1)
r θ( k)

r + N
( k)
r θ( k +1)

r - N
( k)
r θ( k)

r )

(28)

其边界条件为

当 r = r0 时 , N r = 0 , Qr = 0 , M r = 0

当 r = rl 时 , w = 0 , u = 0 , M r = 0

若环形钢板内径 r0 = 0 . 5 m ,外径 rl = 1 . 0 m ,板厚

h =5 mm ,弹性模量 E =210 GPa ,泊松比ν= 0 . 24 ,

均布载荷集度 qz = 80 N/ m2 。分别采用离散正交法

和传统方法[9 ] 的理论计算 ,结果如图3所示。在图3

中 ,曲线 a 为理论解 ,曲线 b为取 30 个离散点时的

计算结果 ,曲线 c为取 100个离散点时的计算结果。

最大计算误差δ发生在环形板内边界 r = r0 处 ,取

31 个离散点时 ,δ< 10 % ,取 101 个离散点时 ,δ <

5 % ,若再增加离散点的个数 ,计算精度还会提高。

图 3 　w 2r 曲线
Fig. 3 　Curve w2r

6 　结 论

(1) 离散正交法不仅给出了得到稳定计算过

程的可能性 ,并且可根据本文提供的方法恰当选择

输出结果的点 ,以便减少信息存储量、减少计算时

间 ,提高计算速度和计算的稳定性。

(2) 通过算例分析可见 ,离散正交法计算结果

与经典理论解接近 ,若增加离散点 ,还可以提高计

算精度。

(3) 应用离散正交法不仅可以求解非线性问

题 ,亦可以求解线性问题。对于同时含有时间变量
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的动力学问题或者更加复杂的二维问题 ,按照时间

变量或者位置变量建立差分格式 ,仍旧可以利用离

散差分法求解。
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Discrete orthogonal point analysis of discrete orthogonal

method and program design

BA I Xiang2zhong 3 1 ,2 , 　TIAN Zhen2guo1 ,2

(1. Institute of Civil Engineering and Mechanics , Yanshan University , Qinhuangdao 066004 , China ;

2. The State Key Laboratory of Nonlinear Continuum Mechanical (LNM) ,Beijing 100080 , China)

Abstract : The orthogonal analysis of discrete point s in a numerical met hod , discrete ort hogonal met hod

(DOM) , which can be used to solve a series of boundary value problem of ordinary differential equa2
tions , is p resented in t his paper . The principle of p rogram design and the flow chart of numerical com2
p utation are shown here. It indicates t hat t he DOM conquers the disadvantage of t raditional met hod ,

which of ten caused boundary and local effect s due to the fast increasing of t he value of a f unction. The

possibility of stable calculation is illust rated. For generalizing application , t he basic p rinciple , f ulfill2
ment met hod and t he performance progress of DOM are int roduced. The t reat ment to solve non2linearly

p roblem wit h DOM is discussed. An example of an annular plate applied equally dist ributed load is p res2
ented , and t he calculation result s obtained by DOM and t raditional met hod respectively are compared.

Key words : discrete orthogonal met hod ; boundary value problem ; ordinary differential equation ;

numerical met hod.
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