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文摘 在计算很 多特征 向量 导 教 时
,

以 法 为代表 的直接法 都显 出效率低下
,

第二作者 为

此发展 了直接法 的 一 个分支 —动柔 度法
。

本文 虽 是动柔 度法 的继续
,

但就非重 特 征 值情 况 而

言
,

它 是 一 种最 好 的动柔 度法
,

因 为它像 法 一 样
, “

一 步求解
”

便可 获得通 解
,

然而 它 又 不 存

在 法 的 缺点 —支配 方 程 的 系数 阵为满 阵
,

所 以说
,

在计算很 多非 重特 征 值 的特征 向量 导

数时
,

简单动 柔 度法 不 仅在计算步骤 上 比 法简单
,

而且在计算时 间上成倍地减少
。

主题词 模态分析 向量运算 模态参数 动 态灵 敏度

引言
本 文 是 文 的进 一 步发 展

。

文 的动柔 度法 是 为 了解 决特征 向量 导 数 中的直 接

法 〔卜 习 ,

在计算许多特征 向量导数时
,

效率低下 而提 出的
。

例如
,

一个非重特征值 几
,

的特征

向量导数 尹 的支配方程为 ,
,

〕

一 凡 供 一 只 叭 一
’ 一 凡

‘ 犯 三

式 中 供 为 几 相应 的特征 向量
,

而 久
、

为 久
,

的导数
,

且 由下式计算川

几 一 好
‘

一 凡
‘ 犯

式 是根据式 有解的充要条件 好 一 。导出的
。

由于 好 三 。存在
,

故式 确实是有

解 的
,

这些
“

解 的存在
”

问题早被学者们解 决 了
,

不再赘述
。

显然
,

式 的系数 阵奇异
,

故有

无穷多个解
,

文 「 一 中的直接法就是先对式 的系数阵采取各种办法
,

直接消除其奇

异性
,

从而求得无限个特解 中的一个
,

然后构造通解为

似 一 侣

式中 ‘ 为特定常数
。

呢 的质量归一条件 好 吼 一 的导数式为

好 帆 一 衬
‘ 供

将式 代人式 便得待定常数
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。 一 诃
‘ 犯 一 好材刃

由上述可见
,

式 的系数阵为 又
、

的 函数
,

故在消除其奇异性后
,

实现求解式 时
,

对不 同凡

就要重新分解其系数阵一次
,

这样耗费的计算时 间太大
。

为此
,

文 发展 了一种动柔度法
,

该方法 的支配方程 系数阵 刚度阵 不 为 人 的函数
,

将 分解一 次便可 以计算任意个特征

向量导数
,

故在计算很 多 至少 个 以 上 特征 向量导数的前提下
,

文 动柔度法的计算效

率明显高于其它直接法 仁 一 〕
。

动柔度法 巨‘
·

‘。 ’‘二 本质上仍属 于直接法
,

因为它也要求先对式 之系数阵的奇异性进

行直接消除
。

文 〕是采用文仁 的扰动技术消除奇异性的
,

从原理上讲
,

这便引人了扰动带

来 的
“
近似性

’

心 〕 为 了避 免这 种近似性
,

文
,

便利用一种过渡技术消除其奇异性
,

从

而引出过渡动柔度法
,

这种方法虽不存在扰动近似性
,

但它要求先计算过渡特解
,

然后才求

得 真正特解
。

另外
,

不 论是扰动动 柔 度 法
,

还是过 渡动柔度法
,

都像文 的直接法一

样
,

需要先求特解 二 ,

然后仿照 式 一 求通解
,

即两步求解法
。

本文提 出的简单动柔度法与扰动动柔度法川 和 过渡动柔度法 巨‘。
、

“ 〕 相 比
,

又前进 了一

步
,

它不仅具有这两种动柔度法 的优点 —适用 于很多特征 向量导数计算
,

而且还克服 了

这两种方法 的所有缺点
,

更甚 者 的是
,

它还 不要 求先计算特解
,

再求通解 的
“
两 步求解

”
过

程
,

而是
“

一步求解
”

便获得通解
,

这一点类似 法川
,

但它又不具有 法 的缺点
。

一个数

值例题 的结果表明
,

简单动柔度法是非常有效的
。

最后指 出
,

本文仅对特征 向量导数计算的两大类方法之一 的直接法展开叙述
,

对另一类

间接法 或称模态法 不做任何涉及
。

同时
,

为了叙述简单
,

假设读者 已 了解文 「〕的方法
。

简单动柔度法

定义式 的系数阵为动刚度阵

几
,

一 几

简单动 柔度法消除 以
、

奇异性 的办法是
,

采纳与文 「〕相并行的思想
,

实现方程式 和

的联立求解 口。

为此
,

用 侣 前乘式 两边
,

则得

犯好 帆 一 犯诃
, 鸦

式 中 是任意非零常数
,

可 以 取为 只 将式 和 相加
,

则有沁 〕

一 凡 似好 喊一 一 。 犯好
‘ 似

式 的系数阵完全 同于文 仁
,

〕建立 的过渡动刚度阵 以
, ,

但式 却不是过渡动柔度

法 的原始方程
,

因为它俩的右端项不 同
。

既然式 的系数阵同于过渡动刚度阵 凡
,

故很

容易 由文
,

的
“

数学 引论
”
得知它为满秩阵

。

考虑完整性
,

这里再做一 简单直接的证

明
。

按文 〔 〕
,

将式 的系数阵 这里记为 一 ‘ 几
,

」写成谱表达式

一 ‘ 久
,

一 一 凡 十 侣诃 材中 口入 」中 侣好

一 一



将 完 备 特 征 对 口
,

中 分 成 三 组 中 一 中
,

界
,

中 一 中
,

中 和 月 一 几
,
几

,

口 〕

「。
,

。
,

其 中 。 一 「中
, 帆 和 。 一 「刃

, 人
、

统称为低阶特征对
,

而 巩 和 入
、

称为本阶

特征对 指待求导数的特征对
,

而 中 和 口 称为附加特征对
。

这样
,

式 可写为

尸
尸 一 ‘ “”一 “ 匕’‘ ’

界 ”
‘ 」

⋯
一 凡

﹁月

可愉阮门习

了通
龟

入
一

月

显然
, 一 ‘ 几

、

为满秩阵
。

利用完备模态组 的归一化条件 中 必 一 可得到关系 中一 ‘ 一 中

这样 由式 得动柔度阵如下

以 币 刃 一 凡刀 一 ‘

可 十 一 协好 中。 月 , 一 凡刀 一 ’中万

由式 和 得知特征 向量 导数的通解为

犯 一 几
、

一 犯好
, 科 〕

简单动柔度阵
实现式 的计算

,

关键在于动柔度 以
,

的计算式的建立
。

显然
,

式 是不适合工

程计算 的
,

因为高阶特征对 中
,

口 是未知 的
,

或者说是不 宜通过求解 特征方程获取 的
。

正

如前面 已指 出
,

式 的系数阵完全 同于文 。 中的过渡动刚度阵
,

故 以 也必然完全 同

于文 〔 」的过渡动柔度阵
,

文 。 虽是讨论重根情况 的
,

但它的过渡动柔度 阵在单根情况

下
,

就是本文所需要 的简单动柔度阵
,

现简述如下

仿照文
, 。 的步骤

,

首先将式 中高阶特征对的贡献项 叭 一 几 一 ‘

鲜 展开成

只 的幂级数
。 十 入

、

群 十 ⋯
,

即得

穴
、

一 币 走 一 入 一

可
一 ’似好

。 入 十 辫 一

其 次
,

将 虱 分割成两组模态 中 , 和 中 ,

令它俩对应 的两组特征值 口 和 口 分别小于和大于 又 、

注意
, 中 , 可 以包含有 个 刚体模态

。

这样
,

可将式 改写成 巨‘
,

‘“ 〕

林 一 不 中 中丁一 盯
’中 口 中丁一 布

’中 , 口 中丁一 ⋯

中 月 ‘中歹十 凡中 口牙中 七巾 口牙 中歹 对中 口牙‘中丁十 ⋯
一 ‘界好

。 凡 邓 衬 一

其三
,

由式 得知下 列 关 系

一 几
,

侣诃 又
,

其 四
,

将式 代人式
、

再展 开式
、

最后 令式 两边具有 几 同次幂 的项 彼此相

等
,

便得一系列方程
,

其 中对应 几尸 盯
‘

的方程都 自动满足
,

而对应 对
,

川 和 群

对 的方程分别为

君 帆好
。 一 一 材矛必了一 中 。牙‘中歹

一 吼好

一 一



一 ’犯诃 十 。

邓 又

砰衬

对叭衬
户
一 , 一 ,

式 中

矛
, 一 中 , 职

其五
,

若想象 入
,

⋯ 分别来 自 中 八 一 入 厂
‘中万中的各个项

,

便可推断出下列表达式

中又
。

诃
,

,

,

其六
,

用 犯 前乘式 两边
,

得

叭衬
, 一 。,

其七
,

从式 一 中分别减去 就得到求解 户 妻 的支配方程 为

一 一 几 矛矛丁一 中 。牙’必丁十 一 ‘界好

一 一 ‘似好
。

户 一 一 , ,

一 旦求得
, 。 ,

则 由式 就可得到简单动柔度阵 以
。

虽然对于不 同的 几
,

需

要 重新求解相应 的
, 。 ,

但 由于其系数阵 不随 几 而变化
,

故计算 , 的效率

是很高的
。

应用
简单动柔 度法 在应 用 中的有关 问题 可 参 阅文

, ,

这 里 仅指 出一 点 当式

应用于具有刚体运动的 自由结构时
,

阵奇异
,

这时式 只有在特殊情况下

才有解
,

即式 的右端项 统一记为 应该与 中 正交
,

就是说 少支 。才有解
,

显然此条件是满足 的
,

所 以 肯定式 一 有解
。

然而
,

由于式 一 缺少 个独立

方程而无法求解
。

这 时若像文 那样
,

利用式 分别给式 一 补充 个独立方

程
,

来解决 的奇异性
,

即用 产材中 前乘式 两边
,

然后将其结果分别加到式

中去
,

那么将使得式 一 的系数阵变成 产 中 必支
,

这个矩阵虽 容易证 明是

满秩 的 巨’“ 、

“ 二 ,

但它破坏 了原 阵的带状特征
,

对计算效率不利
。

这里建议采用移频技术 〕,

可使式 分别变为

· 。 一 一 人了矛矛丁一
·

。 口犷一 ‘。丁十 一 ‘隽好

· , 一 一 ‘犯好
。

‘ , 八了八 , ,

相应的简单动柔度阵将为

一 一



以
、

一
‘

认
‘

一 西 刃犷 一 盯
一 ‘

可
一

、好
。 盯 , 盯 ⋯

式 中
’

一 一 。凡
, 月犷 一 月 一 乙又 ,

刃了 一 刃 一 △入 和 刀 一 几 一 。几
, , 。又 为移频量

。

由于
‘

非奇异
,

可 以按式 计算 自由结构的 , ,

且计算效率明显提

高
,

因为
‘

具有与 相 同的带状特征
。

这时特征 向量导数计算式为

叭
‘

只厂 一 叭砰
‘ 供

实际上
,

对于约束结构也 可采用式 一 计算特征 向量导数
,

这样可 以简化编程过程
。

数值验证

本文例题是仅取文 例题的 二。 平面 内的纯弯曲振动
,

这样就 由一个具有 重根 的例

题变成具有单根 的例题
,

不过本例题是一个具有 个相 同梁元的 自由度均匀悬臂梁
。

梁

元刚度阵和质量 阵公式为

﹁

廷私玩
了泛甲之﹁

一︺六匕八匕了上走,

勺曰万

一,山月任一 厂 一 厂
,

厂
,

称州对
一

一一

从
夕

一

一

称
,十」

寸人

厂

求导设计参数选取 为 自由端梁元的
, ,

故梁元矩 阵的导数公式为

「 一 一

护

对称

﹁
沙了 下厂

几卜曰八卜︺

一
一

一一武一砚一一

赶劝汀
创

似
,

一 二二 一
一

由文 「 得知 一
,

一
,

一 , 一
,

故悬臂梁 的组合矩阵为

妇川川训川引川引别

一

︸﹃日人曰门
甘︺︺八‘汽‘刀性

‘土臼

︺︺八日︺︺门
︸门

八八曰甘︸日八甘

︺门︺八曰︸八﹄日︺汽卜︺

一

门口了﹄

,

一

︺︸日

一 一

一

一

八︺门︺冉卜︺月性

︼

八了‘

几

一一

一 一



一

一

一

叽

一

一

一

阴川川川叫川川川川川叫川日川川列川川创

一

︺︺八︺甘︸日︺﹄目︸日月任口

﹄,卫

八卜曰口
月且人厂

⋯
﹂

其导数矩阵为

一 一 一自,厂

‘

对 称

奋 「
, 又

计算情况

取第 第 特征 向量构成 中
,

然后利用式 和 计算第 和第 特征 向量

的导数
,

这属于 中 中的特征 向量个数多于待求导特征 向量个数的情况
,

其结果列于表 和表

其 中 必 任 ‘ ,

就指这种情况

取第 一 第 特征 向量构成 中 , ,

然后利用式 和 计算第 和第 特征 向量

的导数
,

这属于 中 的所有特征 向量都为待求导特征 向量 的情况
,

其结果列于表 和表 其

中 叭 任 比 ,

就指这种情况
。

第 和第 特征值分别为 又
, ,

和 几
、

一 相应导数为 只, , , ,

一 和 刃
, ,

一
。

为了分析特征 向量导数 的误差
,

选用文 的直接扰动法所得

通解作为
“
精确值

’,

讯
,

其过程为 对式 的莽数阵实施小扰动
,

则得原始扰动解 户 如下

犬 一 又
。户

一 一



式 中 又 一 十 军 穴 ,

专为无 因次小量
,

凭经验取 专一 式 的特解取为川

一 犯好
户

最后 由式 和 获取直接扰动法通解 喊
。

简单动柔度法结果 喊 的误差指标定义为

二 屏 日喊 一 喊 “ , 形

叭 翔 一 一一不二尸不 — 淤
、 牲

该百分误差列 于表 和表 的底部
。

表 和表 中的
“
二次近似

” 和
“

三次近似 ” 指式 或

的尾部幕级数分别取到 邓项 和 对项所得结果
。

表 简化动柔度法计 第一特征向 导数

巾。 任
,

情况 中 , 任
,

情况

精确值
二 次 近似 三 次近似 二次近似 三次近似

一 一 一 一 一 一 一 一

一 一 一 一 一 一 一

一

一 一 一

一 一 一

一 一
。

一 一 一

一 一 一 一

一 一 一

一 一 一 一

一 一 一

尹 一

由表 和表 可知 式 尾部幂级数所取项数多少
,

对其精度影 响是显著的
,

特别对

中 中待求导 的高阶特征 向量更为如此
,

一般说
,

取 到 邓 衬项便 可获得很满意的精度
。

另

外
,

叭 中包含 的特征 向量个数 比待求导 的特征 向量个数那怕多一个
,

对精度也是很有利的
,

这主要是对 中 中的高阶特征 向量之导数有利
,

相反
,

对 巾。 中低阶特征 向量之导数的影响不

大
。

当然
,

这种措施只有在特征值
“

分离
” 即不密集 的情况下才会有效

。

一旦遇 到
“
密集根

”

时
,

非得采用
“

分组移频
” ,

然后利用式 计算特征 向量导数
,

因为
“
移频

” 可 以加

速式 的 凡幂级数收敛
,

从而提高精度
。

注意
,

绝不能对 中 中的每个待求导特征 向量
,

采

取
“

逐个移频
” ,

否则动柔度法的优势完全丧失
。

一 一



表 简化动柔度法计 的第二特征向 数

中 任
, “ 情 况 中 任 论

、

情 况

精确值

二 次 近似 三 次近 似 二 次 近似 三 次近似

。

。

一

一

一 一

一 一

一 一

一
。

一

一

一

一

材

一

一

一 一

一 一

一 一

一

一

一 一

一

一

一

一

一 一

一 一

一

一

一

一

一

一

一

一 一

一

一

一

。

一

一

一

一

一

一

一 一

一

一 一

一

一

一

一

结论
对于非重根之特征 向量导数的计算而言

,

本文发展 了一种至今最好的动柔度法
,

它具有

诸多的优点

与 法为代表 的直接法相 比
,

本文简单动柔度法只需
“ 一步求解

”
便可获得通

解 另外
,

当计算很多特征 向量 的导数时
,

简单动柔度法 的计算效率显著高于 法
。

与 法相 比
,

虽然都是
’‘

一步求解
”

就获得最终解
,

但 法 的支配方程之系数阵

为满阵
,

而简单动柔度法的支配方程之系数阵为带状矩阵
。

与扰动动柔度法相 比
,

简单动柔度法没有
“
扰动

”
引人 的近似性

。

与过渡动柔度法相 比
,

简单动柔度法没有先求过渡特解
,

再求真正特解
,

最后 还需

计算通解等繁琐步骤
。

诚然
,

当仅仅需要计算一个特征 向量 的导数时
,

本文简单动柔度法就不如 法 了
。
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