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摘要 利用特征矩阵的秩与特征根所对应的子特征函数空间维数之间的关系
,

确定了反平面断

裂问题和平面断裂问题的特征根可能出现的最大重根数 利用 型板特征根与反平面

和平面断裂问题特征根的关系确定其可能出现的最大重根数 得到了反平面断裂问题
、

平面断

裂问题和 板断裂问题可能出现的最大重根数分别为
, ,

关键词 特征根
,

重根
,

反平面断裂问题
,

平面断裂 问题
,

型板断裂问题

引 言

在断裂力学中
,

裂纹或切 口 问题的特征解具有重要的理论意义和应用价值 对于绝大多数

数值方法来讲 如边界配置法
、

基于 代换定理 的互等功围线积分法
、

有限元法
、

分区有限元法 等
,

若要有效地求解断裂问题
,

大都要在不 同程度上直接或 间接地利用特征

根 但是
,

对于较为一般的情况 如 任意张角
、

多种不 同材料
、

不同的切 口 边界条件等
,

由于

特征解 的解析解答是很难得到的
,

因而不得不采用数值方法 而对于一般特征根的数值求解方

法 “一 若知道特征根可能出现的最大重根数
,

对寻求新的数值方法和程序研制具有重要指导

意义 本文意在探求反平面切 口 问题
、

平面切 口 问题和 型板切 口 问题的可能 出现的最

大重根数
,

本文从反平面断裂问题和平面断裂 问题 的切 口边界条件与交接连续条件对应 的特征矩阵入

手
,

利用特征矩阵的秩与特征根所对应 的特征函数间的关系
,

判断特征根对应 的子特征函数空

间基的维数
,

即子特征函数空间的最大线性无关个数
,

从而确定特征根可能出现的最大重根数

给出了反平面断裂问题可能 出现 的最大重根数为
,

平面断裂问题可能出现的最大重根数为

进而利用 型板特征根与反平面和平面断裂问题特征根的关系 确定 型板断

裂问题 的特征根可能 出现 的最大重根数为 对特征根求解程序的研制及断裂问题 的其它方面

研究具有指导意义

反平面断裂问题最大重根数

考虑 图 所示若为 种材料不计体力 的反平面切 口 问题
,

设特征根 入对应 的第 种材料

域 内位移 。 的 特征展开项为 。 。 “ ,

由特征函数 寿 表示 的平衡方程为
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刀
, 入 方

, , ,

⋯
,

应力 自由边界
,

简记为 和位移

给定边界
,

简记为 对应 的切 口边

界条件为

、

、产
了、

、飞、

人
,

八 、

,

知 、

相应 的交界位移连续和应力平衡条件为

方 九 隽
,

,刀 , 刀 隽
,

, ,

⋯
, 一

图 种材料切 口示意图
一

考虑式 的特征值 入所对应的特征函数 九 的
,

其通解为

寿 街 入 马 入
, , ,

⋯
,

相应 的切 口边界条件为

、厂、

﹄夕

一 入 , 入

入 入

一 入 , 刀 入 、

, 、 入 、 、 入 、

, ,

⋯
, 一

交界位移连续和应力平衡条件变为

, 久隽 马 入 , , 入 马 入 ,

一 , 入巧 马 入 一 。 入隽 马 人隽

由式 可得相邻两材料域对应的系数间的关系为

之二
一 。△ ,

之
,

,
, ,

一万 一 ‘

其中
、、

、夕、、产△ 一

于
,一 一 ‘弓价 ’ 「岁

、

乙
。。 ‘于夕己 ,

、

‘ 又入口 人外 二厂节
巨

一 ‘ 气吩
一

入

入

由于 △ , 并
,

所 以相邻两材料域对应 的系数是一一对应 的 从而可得

套艾
一 △ , 套

,

〔△ ,一 “ 一 ,
,

⋯ △ , △ ,

以切 口 两边界均为应力 自由边为例
,

相对于
,

」的特征方程为

一 久
,

入 」

卜 入 、 ,

入 、 么 」
一一

︸胜‘‘

一一

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



学 报 年 第 卷

由于 △ 尹 并且 林
,

林
,

林 ,
,

。 、 至少不全为零
,

所 以矩阵 的秩

至少是
,

由此可知特征函数的基础解系最大线性无关个数为 一 ,

即反平面切 口 问题

的特征根不存在重根

平面断裂问题最大重根数

对于图 所示若为 种材料不计体力的平面切 口 问题 以下 以平面应力为例推导
,

第 种

材料域 内引入应力 函数 九
, ,

设特征根 久对应的 特征展开项为

入 ‘凡
, , ,

⋯
,

相应 的应力场为

”
沪、

十 一 丈二下厂

口口‘

“一‘

衅 入

川 ,

“一‘ 入

试伽一加上介去户仁、饰一
夕

丐一一

耕黝
一 砂一‘卜入

相应 的位移场可 由应力应变关系和应变位移关系推得

叮

、

一 少 、入 入只 侧
‘

一 八
、 产 、 , 、 尹

了

—
入场

、

入一 一 入 入夕、 入 侧 侧“

、 、 户 , 、 户

夕了 一 了 一一一一一一一一一一一一一下下二一一一下长爪二尸
人以 一 人 匀

由于应力函数 衡
,

是双调和方程的通解
,

所以 玛 应为下列形式

玛 , 久 马 入 吼 入一 , 久一

由此可将切 口边界条件及交界条件相关的应力和位移表示为

。。。, 入一‘“ 入 月月刀 」占,

, 入一‘入【刀拐刀摺」占,

。 , , 入 刀 刀,

从 占,

。 , 人
跳 月 几 刀 ‘,

其 中 。, 一 , 乓 几 月

刀 入

月 入

月 入一

月 人一

允 一 入 入

窟 入 入

刀 一 入一 入一

月 入一 入一
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一 入 入 夕

入 入

一 入 、 人一 ,

入 勺 入一 ,

几从几跳了尸、、月 一 入 入

刀。 一 入 入 ,

一 入一 、 入一 ,

刀 一 入一 ‘ , 入一 ,

对于任一交界 隽
, , ,

⋯
,

的应力平衡和位移连续条件为

, 一 占, 一 , 占

月月跳月刀
‘

从几
·

月岸
·

从刀摺月跳

一一

其中

易于得到矩阵 , 的行列式值为

· · · 一 、

、、

城 ‘ 二 ‘升丈二‘
“歹

只有当 入 一 时
,

矩阵才奇异 在求解特征根时 入 一 不涉及到

由式 可得相邻两材料域对应的系数间的关系为

占, 【△ 」占, 【 , 一‘【 , 」占,
, , ,

⋯
,

一

么 , 卜 ‘ , 萝
‘ , 萝并

,

相邻两材料域系数一对应 从而可得

占、 △ 占 ,

△ △、一 」
,

⋯
,

【△ △ 」

以切 口两边界均为应力 自由边为例
,

相对于 扣 的特征方程为

殆 瞪 朔
措 几 介 几

一一

﹁

八

一一
翻尸尸尸群

,了山

一‘

一一

由于 并 并且 刀招一 月刀 入
,

刀月一 月刀 二 入一 ,

不全为零
,

所以矩阵

的秩至少
,

由此可知特征函数的基础解系最大线性无关个数为 二 一 ,

即特征根最多

存在 重根

型板断裂问题最大重根数

如图 所示若为 型板断裂问题
,

其特征根可分为两部分组合
,

一部分等于反平面断

裂问题
,

另一部分等于平面应力断裂问题 证明将在另文给出或参见文 由此得出

型板断裂 问题特征根的可能最大重根数应为
,

即当反平面问题对应部分 的特征根与平面 问题

对应部分的 重特征根均相等 的情况
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数值算例

考虑两切 口边界均为应力 自由边 的单材料切 口 问题 的特征根

对于单材料反平面切 口 问题其特征方程为

入

特征根为

入‘ 艺二
,

乞
, , ,

⋯

不存在重根

对于单材料平面切 口 问题
,

其特征方程为

入 一 入 。

若上式存在重根则必须 同时满足

入。 , , 任 , 二

。 一 ,

‘ 一

合二重根
,

‘一 ‘
, , ,

⋯

口 ,

入 乞 二重根
,

乞
, , ,

⋯

对于单材料 型板切 口 问题
,

其特征方程为

入 一 入 入

从上式也可以看 出
,

单材料 认 型板切 口 问题其特征方程包含了反平面切 口 问题 的特征方

程和平面切 口 问题的特征方程两部分 不难推出当且仅当 或 特征根才为重根 三

重根

入 三

,

入

将单材料断裂 问题特征根重根归纳为表

歹日出

三重根
,

艺
, , ,

⋯

三重根
,

艺
, , ,

⋯

,

为了便于对 比我们将反平面 问题 的单根也一并

表 单材料断裂问题特征根重根

一

·

一
·

一
·

一一一
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小 结

本文从反平面断裂问题和平面断裂问题的边界条件和交界连续条件对应 的特征矩阵入手
,

利用特征矩阵的秩与特征根所对应的无关特征函数个数之间的关系确定反平面断裂问题
、

平面

断裂问题和 型板断裂问题的特征根可能出现 的最大重根数
,

从而给出可能出现的最大

重根数与所对应 问题 的 自由度数 目相 同
,

即分别为
, ,

在数值算例 中给出了单材料两切 口

边界为应力 自由边 的断裂 问题
,

只有在裂纹情况下才出现重根 这些结论对特征根求解程序的

研制及断裂问题的研究具有指导意义
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