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摘要： 采用 ./01/203方法，研究了超声速气流中含灰气体点源的流动特性，求得了对称轴附近激
波层内的流动参数· 计算数值模拟结果揭示了大惯性颗粒在激波层内沿着相互交叉的振荡轨迹

运动，颗粒分布形成了高、低密度层交错出现的“多层结构”，而且粒子在轨迹包络线附近急剧聚集·
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引 言

含灰气体（一类两相介质）是气固悬浮混合物，这里的颗粒和气体分别称为弥散相和载气

相· 由于颗粒与气体分子间质量差异甚大，气固两相体系中必然发生弛豫过程· 在许多含灰

气体流动中，惯性粒子的轨迹可能是振荡型的，从而造成粒子轨迹多重交叉区域的出现［!］· 建

立研究这类效应的数值模型，对于大量自然现象和工程应用都具有重要意义· 例如，天文学中

彗星核向其周围大气的蒸发现象，航天工程中欠膨胀喷管射流与迎面高超声速气流的相互作

用，还有高新技术应用中采用对撞射流喷雾器干燥颗粒材料，等等·
研究颗粒轨道有交叉的两相流动时，要求改进通常的含灰气体理论模型，因为那里假定了

颗粒参数的单值性［&］· 当然，还需要发展相应的数值算法，它们应当能显示轨迹交叉区域的边

界，同时能准确计算出颗粒浓度· 61783及其合作者［’，9］广泛综述了各种稀相气固两相流的数
值计算方法，它们大体上可划分为 :;<31方法和 ./01/203方法两类· 颗粒轨道交叉破坏了单值
性，:;<31方法失效· 一般的 ./01/203方法需在大量轨道计算的基础上进行统计平均，计算机
时耗费巨大· 因而人们曾广泛采用所谓的“大颗粒”方法及其改进来计算这类区域中的颗粒参

数，其缺点是颗粒浓度计算得不精确·!"#$%&’
［5］建议了一种新颖的计算弥散相密度的方法，

它采用颗粒相连续方程的 ./01/203形式· 最近，=3/<>和 ?7;20［(］通过二维算例评估了!"#$%&’
方法，指出该法更加严谨并且高效· 本文将改进这种新颖方法，并说明它如何应用于轨道具有

多重交叉的含灰气体流动· 该方法使得人们可以去研究颗粒浓度分布具有多层结构并在轨迹
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包络线附近急剧增加的两相体系·

! 数 学 表 述
作为一个典型问题，我们考虑超声速的含灰气体点源在纯气体的高超声速来流作用下所

图 ! 流动示意图

形成的定常流动· 图 !示出这种流动图像，其中含灰
气体点源（载气相的质量流量 !! 恒定）位于点 "!

处，纯气体的自由来流速度 !!" 沿轴线 "# #!# 的负方
向（下文中，凡需要与无量纲量区分时，我们采用 !
号表示有量纲量）· 在来自点源的流动中将出现一

个截止激波 !，而在自由来流中则会形成一个弓形激
波 #，内外激波层由接触面 $分开· 假定在截止激波
前方，气体 !达到了最大速率 $!%&’而颗粒与载气相处
于平衡，因此颗粒惯性是在激波阵面 ! 后方开始显
现的· 我们在曲线坐标系（%!，#!）中研究颗粒的
运动，这里 %! 和 #! 轴分别沿着和垂直截止激波曲
面· 对于弥散相，我们采用关于稀相含灰气体的一

般假设［(］：颗粒为不变形的球体，具有相同的直径 &
和质量’；布朗运动可忽略；体积分数或质量浓度足
够小，从而可以忽略颗粒的相互碰撞及其对载气相的影响· 对于载气相，我们假定两种相撞

的气体都是完全气体，它们的比热比!!和!#都是常数·

在这种单向耦合两相流动问题中，我们可以采用纯气体的薄激波层近似［)］得到有关间断

面几何形状的表达式：

（&）点源到驻点的距离：
(! ) （（!! * !）+ )!!!）

! +#!! $!%&’ +"!" $!#[ ]"
! +#
· （!）

（*）驻点处接触面的曲率半径：
,!+ ) $(! + #· （#）

（,）激波层 !的厚度：

#!! )$!,!+（"- . /）+（- . /#）· （$）
这里，$! )（ 0!!, + $!"）（"!!, +"!"）

! +#，- ) #，/ ) + 1-（"!（+）+"!!,）
.! +#；其中下标 !,表示激波!后

方对称轴处的参数，而"!（+）为激波 !前方对称轴处气体密度·
（.）激波层 #的厚度：

#!# )%#,!+ +（! *（)%# + $）! +#）， （/）
这里 %# )（!# . !）+（!# * !）·
（0）极坐标（ 2!，&）中接触面的形状：

2! ) (!& + 123&· （-）
类似地，我们可以依据高超声速流动理论［4，!+］，给定弓形激波和截止激波之间对称轴附近

处气体参数的近似分析表达式（由于冗长而不在此处写出）· 这样，余下的问题便是求解弥散

相的流动特性·
为了便于求解颗粒参数（采用下标 1表示），引进如下无量纲变量：

% ) %! + ,!+ ，# ) #! +%#,!+ ，, ) ,! + ,!+ ，20 ) 2!0 + ,!+ ，

##) 王 柏 懿 5676欧西普措夫 8656特维若夫斯基



!! " !!! # $!"，%! " %!! # $!"，&! " &!! # &!#$，!! "!!! #!!!（#），
其中 &!#$为驻点温度，!!!（#）为激波 %前方对称轴处固相密度· 由于采用曲线坐标，在控制方
程中会出现曲率半径 ’（(）和对称轴到激波 %表面的距离 )&（(）·
现考虑无量纲 ’()*(+)&坐标（(#，*），其中 (#为给定颗粒轨迹在激波 %上的初始位置，而 *

" *! $!" # ’!# 为颗粒从其初始位置开始的运动时间· 在此坐标系下，弥散相的运动和能量方
程取下述形式：

"(!
"* "

!!
% + ,，

"-!
"* "

%!
"$
，

"!!

"* "#$.（! / !!）/
!! %!
’,，

"%!
"* "#$.（ % / %!）/

!$!
’,，

"&!

"* " $0
,1)#$2（& / &!















 ），

（-）

其中，, " % +"$ -! # ’为 ’(.&系数，# " ,!3$!#$ ’!# # 4$!" 为弛豫参数（$!#$ 为驻点处气体 $的
粘性系数），0 " 5/$ # 5!为气体 $和颗粒材料的比热比，1)为气体 0*(+123数，$ "$! #$!#$ 为无
量纲的气体粘性系数· 本文假定气体粘性系数对温度的依赖关系为指数形式$ " &%· 此
外，方程（-）中的 . 和 2 是相间动量和热量交换表达式的修正函数［%%］：

. " % + %
- ’6$ #,( )! % + &4/ / # 75$6

895 7-,( )( )
!
，

2 " % + # 7,1)% #,’6% #$( )! % + , 75$
89!
’6!

% + # 7,1)% #,’6% #$!( )1)









 ，

（6）

其中，’6! "!! : !! " !!! : 3 #$!为颗粒滑移的 7&8+931!数，而 89!为绕颗粒流动的 :(;<
数· 显然，上述表达式计入了 7&8+931!数、:(;<数和 =+>1!&+数有限性的影响· 应当指出的
是，方程（-）中的气相速度和温度（!、% 和 &）要按照类似于颗粒的方式无量纲化，而气体密度

!! 则参照!!" 无量纲化·

$ ’()*(+)&方法
在 ?>3&*曲线坐标系（(，-）中，弥散相的连续方程可写为：

"（!!!! )&）
"( + %

"$

"（!! %! )&,）
"- " #； （@）

而在 ’()*(+)&坐标（(#，*）下，该连续方程变为：

!!（(#，*）: ; : "
)&（(#）

)&（(!，-!）!!（(#，#）， （A）

这里，; 为从 ?>3&*坐标变换到 ’()*(+)&坐标的 B(;9CD行列式：

; " % +"$ -!( )’
%!（(#，*）
%!（(#，#）

"(!（(#，*）
"(#

/
!!（(#，*）
%!（(#，#）

"-!（(#，*）
"(# ·

（%#）

方程（A）给出了沿着一条固定的颗粒轨道（ (!（(#，*），-!（(#，*）），弥散相密度的初始值!!（(#，
#）和当前值!!（(#，*）之间的关系· 为了计算任意时刻的颗粒浓度，我们应当确定式（%#）中的
函数"(!（(#，*）#"(#和"-!（(#，*）#"(#· 这可以通过对方程（-）中前 5个方程求偏导数来求得：

"<%（(#，*）
"* "

<$
, +"$!!（-!’= / ’<,）

’$,$ ， （%%(）
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!# $!"% !#

!&
!" ’ !$
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&%!& ’ +%!!
,- ’

&% +%（,* ’#!!$）

,!-! ， （##’）
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!( ) !( )& ’!（ + ) +%）（"%）* ’

!&%!!
,- )

&!
%（,* ’#!!$）

,!-! ， （##)）

这里上标 * 表示对 ""求导数· 此外，! 函数的定义如下：

!# $!
"%（""，#）
!""
，!! $!

&%（""，#）
!""
，!$ $!

(%（""，#）
!""
，!& $!

+%（""，#）
!"" ·

这样，确定弥散相参数的问题就化简为对于不同的初始值 "" 求解一组常微分方程（+）、
（##）和关系式（#"）· 为了完成计算，首先要按照前面所述的薄激波层近似理论方法，求得所需
的气相参数及其空间导数· 基于含灰气体点源流动处于平衡的假定，我们可以给出对称轴附

近截止激波处的初始条件如下：

# $ "："% $ ""，(% $ "，&% $ " .,""（$（"））
)# /!，+% $（$（"））

)# /!，

0% $ 0（"），!# $ #，!! $ " .,（$（"））
)# /!，!$ $ !& $ "，$% $ #，

这里$（"）和 0（"）为截止激波前方的无量纲气体密度和温度· 此外，我们可由式（,）得到对
于小的 ""值有 ,（""）$ # ’ # .,"!"·

$ 数 值 结 果
从方程（+）可知，颗粒相的相似准则为!、,1、2-# / 2%、2-! / 2% 和 34，这里 ,1 $ ,5! /$" / +，而

,5" $$". 6". 7 /"""!是基于颗粒直径的自由来流 /01234)%数· 问题（+）、（#"）和（##）的数值计算
是采用 567789:0;%32 方法完成的，其中流动介质的性质为：%# $ %! $ #<&，2-# / 2-! $ #，

"""# /"""! $ #，&# $&! $ "<,，2-# / 2% $ 2-! / 2% $ #以及 34 $ ! / $· 沿着截止激波的母线，计
算域取为 "# " # "<&（即对称轴附近）·
图 !中示出了 ,1 $ #""时，气体和颗粒运动情况，其中的实线 #和 !分别表示接触面和弓

形激波· 计算的气体流线（虚线）表明：由于自由来流与点源流动的相互作用，气体 #和 !均发
生偏移并向侧面流去；但是，由于惯性效应，颗粒不能立即跟随载气相在激波层内运动的变

化· 例如，重粒子可能穿越接触面甚至运动到弓形激波外· 在我们的问题中，弥散相和载气相

之间的速度滑移和温度跳跃首先在截止激波的后方出现· 在这种非平衡状态下，颗粒必然与

气体交换动量和能量· 对于大惯性颗粒，完成相间弛豫过程需要相当长的时间· 我们的计算

对惯性参数!选择了两个典型值：! $ "<"#（大惯性颗粒）和! $ #（小惯性颗粒）· 计算的轨迹
表明了颗粒可能出现两类运动：振荡型（曲线 $，! $ "<"#）和单调型（曲线 &，! $ #）·
类似地，当惯性参数不同时，颗粒的热力学行为也呈现不同的特征· 图 $画出了沿对称轴

运动颗粒的温度随时间变化历程，这里 ,1 $ #""而! $ " ."#（曲线 #）或 #（曲线 !）· 我们的计
算中，来流的驻点温度高于点源流温度，因此冷粒子进入激波层后将被加热· 根据前面轨迹计

算结果可知，重粒子可以进入外激波层而轻粒子仅在内激波层中运动· 因此重粒子可以达到

更高的温度并趋于驻点温度· 此外，颗粒加热速率也依赖于轨迹类型· 对于振荡运动的颗粒，
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图 ! 气体流线以及颗粒轨迹 图 " 沿对称轴的颗粒温度

图 # 颗粒浓度分布

在轨迹的不同区段（相应于激波层 ! 或 " 以及外
部气流或内部气流）有着不同的加热速率（参见曲

线 !）· 与此相反，单调运动的颗粒仅出现在激波
层 !中，因而其加热速率几乎恒定不变（参见曲线
"）·
如前所述，将方程（#）和（!!）的解代入关系式

（!$）便可确定颗粒浓度· 对于 !" # !$$和! #
$%$!的情况，图 &画出了与 $ # ’()*+相交发生在
下述情况时三股颗粒微团的密度：（,）第一个转
折点之前，参见曲线!（$ # $，$%!，$%&）；（-）在第
一个转折点之后但第二个转折点之前，参见曲线

"（$ # $，$%!）以及曲线 &（$ # $%&）；（’）在第二个转折点之后但第三个转折点之前，参见曲
线 .（$ # $）以及曲线 /（$ # $%&）· 每个截面处的总密度等于各股颗粒微团密度之和，计算
表明了其它颗粒微团对总密度的贡献可忽略不计· 从图 &可以看出，颗粒分布具有高、低密度
层交错出现的分层结构，而且在轨迹包络线附近颗粒浓度趋于无限大· 为了解释颗粒聚集的

机制，我们首先考虑振荡型颗粒运动· 从图 "可以看到，大惯性颗粒发生振荡并且与接触面交
叉若干次· 在转折点处，颗粒的法向速度变为零，从而造成其密度趋于无限大· 换言之，颗粒

将在轨迹包络线（图 "中点划线所示）附近聚集· 此外，由于在这两个聚集区之间出现颗粒轨
迹的多重交叉现象，这样就难以采用 01234方法计算该区域中颗粒参数· 本文所发展的 5,6
74,)73方法则可以克服弥散相参数非唯一性所带来的困难· 当然，应当注意到接触面附近也
是一个颗粒聚集区域· 这种聚集区对两类颗粒运动情况均可以存在· 但是对于单调型运动来

说，它是唯一可能的聚集机制· 显然，接触面附近的聚集效应要比轨迹包络线附近的弱一些，

其原因是接触面附近的颗粒法向速度并非为零（除非在 $! 8处）· 与多重聚集情况比较，在
区间 !" "［$，!$$］上，接触面附近存在单级聚集区的惯性参数!范围则要宽得多·

& 结 论

本文发展了一种新颖的计算颗粒浓度的 5,74,)73方法，它可以用来预报纯气体高超声速
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来流与含灰气体点源的超声速流相遇时对称轴附近的流动结构· 本文计算揭示了在弓形激波

和截止激波之间存在着颗粒轨迹多重交叉区，表明了颗粒分布形成了高、低密度层交错出现的

多层结构· 弥散相在激波层中急剧聚集和分层现象对于解释慧星大气实验数据等自然现象及

相关工程问题具有重要意义·
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