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摘 要 2O世纪 6O年代末期在边界层理论基础上发展起来的各种简化 Navier—Stokes(N—S)方程 (统称为扩散 

抛物化 N—s方程)及其算法，较为彻底地解决了无黏流及黏流的相互干扰问题，并为高雷诺数大型复杂黏性流场的 

数值模拟开辟了新的途径．本文将系统地评述这一领域的主要成果，包括各种简化 N—S模型的优缺点；数学奇性及 

正则化方法；代表性的数值解法以及最近几年的新进展． 
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1 引 言 

众所周知，描述黏性流动的 Navier．Stokes方 

程于 1845 年早 已完整建立，但求解起来十分困 

难，特别是对高雷诺数问题，因而简化而又足够准确 

的求解一直是黏性流体力学追求的目标． 1904年 

Prandtl提出的边界层理论开创了黏性流体力学研 

究的新纪元 _lJ． 近一个世纪以来边界层理论对工 

程实际有着极其巨大的影响．然而，由于边界层方 

程本身的局限性，无法反映无黏流与黏流相互干扰 

机理，因而不能描述实际问题中的复杂流动．为了 

解决无黏流及黏流的强干扰问题，人们在边界层理 

论的基础上又发展了干扰边界层理论 J，三层理 

论 _4’5J．这些理论要求解几个不同性质的方程组， 

并在它们之间进行迭代以达到相邻方程组的解光滑 

连接，不仅算法复杂，而且需要花费大量的计算时间 

及存储．在上述背景下， 20世纪 60年代末期在中 

国 [引、美国 [ ~。]和前苏联 [i0,ii]几乎同时，独立 

地提出了单一的简化 Navier．Stokes方程组来描述无 

黏流和黏流强相互干扰． 70年代简化 N—s方程的 

研究和计算得到了蓬勃发展，人们推导出其他形式 

的简化 N．S模型，如黏性激波层 (VSL)方程 IsJ，抛 

物化 N．S(PNS)方程 [12,13]，薄层 N．S(TLNS)方 

程 _l4_以及部分抛物化 N-S(PPNS)方程 _l5_等等． 

人们也曾用边界层方程、二阶边界层方程组 _ll_求解 

稀薄气体低雷诺数绕流流动，二阶边界层方程组与 

文 [6]的简化N．s形式一致．由于20世纪六七十年 

代提出的所有简化 N—s模型的基本概念相同，且均 

具有扩散抛物化 (并未完全抛物化)的数学性质，高 

智 _l6_将这类方程统称为扩散抛物化 Navier—Stokes 

(DPNS)方程． DPNS方程的称呼准确地反映了这 

类方程在亚声速区为椭圆型而在超声速区为抛物型 

的扩散抛物化性质． DPNS方程的推导原则与边界 

层方程类似，先引入小参数 =Re_l／ 《 1(Re为来 

流雷诺数)，并利用它对方程中各项进行量级分析，假 

定流动存在一近似的主流方向，丢掉沿主流方向的黏 

性项，保留全部无黏项以及能反映黏流及无黏流相互 

干扰机理的主要黏性项，即可得到不同形式的 DPNS 

方程．大量数值计算表明：在流动方向不出现大范围 

分离区的情况下， DPNS方程的解与完全 N-s方程 

的解十分接近．人们还发现，对高雷诺数流动而言， 

若从完全 N-s方程出发并采用粗网格进行计算，由 

于某些数值黏性掩盖了真实物理黏性，最终得到的结 

果并不是 N—s方程本身的数值解，而是另一组简化 

方程的解 _l7_；另一方面，当人们利用完全 N-S方程 

来模拟黏性流动时，由于强黏性区主要存在于物面附 

近和剪切层内，其余大部分为无黏区域，因此实际上 

人们真正求解的是 DPNS方程 _l8_．换句话说，对于 
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高雷诺数流动，只须采用形式简单的 DPNS方程就 

可描述流动的本质． 

如上所述，DPNS方程是大大简化了的 Navier— 

Stokes方程，人们可以利用熟知的时间相关法求解． 

但是，由于 DPNS方程在流向已退化为一阶方程， 

自然希望像边界层方程那样用空间推进方法来求解 

它，既降低了方程组的维数，又能大幅度地节省计算 

量和存储量．基于这一指导思想，随着 DPNS方程的 

出现而发展了各种数值解法，归纳起来可分为 3大 

类：即一次空间推进解法，总体松弛法和空间推进一 

迭代解法．我们将在文中全面加以介绍． 

理论上 DPNS方程可用来计算有主流方向的可 

压缩及不可压缩黏性流；可用于亚音速流、跨音速 

流、超音速及高超音速流动．对超音速或高超音速占 

主要部分、而亚音速层厚度为 o(Re ／ )的流动一 

次空间推进解法十分有效．大量计算表明：含有局部 

亚音速区或跨音速区的超音流动用一次推进和多重 

推进 一迭代相结合的方法是可行的 [19,2o]．当流向出 

现分离区时，原则上 DPNS方程是不合理的，但是 

大量实际计算表明：在高雷诺数流动中，沿流向出现 

的局部小分离区 (如前台阶、后台阶、拖曳流、分离 

泡、压缩拐角流、进气道流场及马蹄涡等)DPNS方 

程解给出十分接近 N—S方程的结果 [20~30J．若回流 

区太大，雷诺数较低则采用广义 N—s方程计算是可 

行的，它能给出与完全 N—s方程可比的结果，又可 

大大节省 CPU时间．因此，不少教科书和专著，如 

文献 fl，31~39]，已把DPNS方程作为流体动力学的 
一 种基本方程，与 N—s方程和 Euler方程一起加以 

介绍．对目前高雷诺数流动 N—S计算的评估 [17,18,38] 

表明：它们其实是计算 DPNS方程；特别是剪切黏 

性项外的其它黏性项属于截断误差项的结论 [39~41 J， 

进一步证实了DPNS方程和广义 N—S方程的理论意 

义和应用价值． 

目前用 DPNS方程模拟各种典型二维黏性流动 

问题的工作已相当丰富 [42,43]，人们 自然更关心模拟 

三维复杂流动的情况如何．据我们所知，目前已研制 

出多个三维 DPNS方程的计算程序 [44~50]．在模拟 

大型流场方面有导弹弹体的外部超音速及高超音速 

绕流 51】；有航天飞机内、外黏性流场 [52~57]以及 

喷气推进器内部的各种黏性流场 [58~61]等等．关于 

不可压 DPNS(或 PPNS)方程的研究和计算成果也 

极为丰富，代表性的有 Rubin等人 【43]，Spalding等 

人 [15,62~68]以及 Pletcher等人 [69,70]的工作，它们 

在 Anderson等人的书 [31,37]中已作了详细的介绍， 

本文只是重点提及．俄罗斯学者对可压缩 DPNS方 

程的研究和应用工作亦十分广泛，Mikhailov等主编 

的论文集 L35J详细介绍了有关情况． 
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关于 DPNS方程的理论和数值方法研究工作已 

有大量综合性介绍及评述性文章[21,31~37,42,43,71]，遗 

憾的是，大多数评论性文章对 DPNS方程的推导思 

想未作详细介绍；对 DPNS方程的数学性质缺乏深 

入分析；对各种简化 N—s模型的优缺点也很少比较， 

特别是由于种种原因，国外很多评论性文章，很少提 

及我国学者在这个领域的研究工作．在这篇文章中， 

我们将力求广泛介绍世界各国学者的贡献，以弥补上 

述的不足，同时评述最近几年来的一些新进展． 

本文各节内容安排如下：第 1节介绍简化N—S方 

程的历史背景及目前的发展情况；第 2节介绍DPNS 

方程的推导思想及不同简化模型的比较研究；第 3节 

阐明 DPNS方程的数学性质及各种正则化方法；第 

4节专门介绍一次空间推进解法；第 5节介绍总体松 

弛法；第 6节是时间相关的空间推进迭代解法；第 7 

节介绍广义 DPNS方程的研究情况，最后第 8节介 

绍 DPNS方程数值解法的最新进展． 

2 扩散抛物化 N—S方程及其推导思想 

不同形式的 DPNS方程，都是假定流动存在一 

主流方向，沿主流方向的黏性项与其他方向的黏性项 

相比可以忽略不计的前提下导出的．因此，DPNS方 

程组左端为全部无黏项，而右端的黏性项保留多少， 

则与具体的推导方法有关．我们认为 1967年高智 【0] 

提出的两层匹配原则是比较合理的．它将计算区域分 

为内层 (黏流层)和外层 (无黏流层)，并对内、外两层 

分别进行量级估计，然后在两层的交界线 (面)上使 

偏微分方程组能够光滑地连接起来．按照 Prandtl的 

边界层理论的分析方法，保留到 O( )量级的内层方 

程，就是所要的DPNS方程组．根据上述原则，我们 

可以对各种简化 N．S模型的发展历史作一个回顾． 

1964年，Davis等 【 J在高超声速钝体绕流计算 

中考虑了二阶边界层效应，后来又发展为 VSL方程 

组 L8．、并采用总体松弛法求解该方程组给出高速钝 

头体绕流数值解．按照两层匹配原则， VSL方程相 

当于保留到 O( )的 N—s方程，但法向动量方程的黏 

性项被全部略去了；三维情形，周向的黏性项也被略 

去 _37J．研究表明文 [6】和文 [11】所提简化 N—S方程 

组的形式一致，最为合理；但不论是考虑问题的出发 

点还是推导简化 N—s方程组的原则两者均不相同． 

高智 【0J以高雷诺数绕流场无黏流与黏流强相互干扰 

机理研究为出发点，推导原则是把计算区域分为紧贴 

物面的黏性层与离开物面有限距离 (如激波)的无黏 

层，根据两层在某一条连接线上精确到 O( )量阶光 

滑过渡的原则导出简化方程，称呼方便起见，简称无 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


黏 一黏性匹配 (IVM)方程． Tolstykh[u]考虑的是 

高超声速稀薄气体钝头体绕流问题，类似于边界层的 

算法思想，以物面和无穷远来流为边界条件求解钝头 

体整个黏性绕流场，精确到O(1)量阶是边界层方程 

组、精确到 0(￡)量阶、即二阶边界层方程组与 IVM 

方程一致． Rudman等 L9J在研究平板前沿附近的高 

超音速流动时，将流动变量展开为下列级数 

札= (面o+砸l+⋯) 

u= ( o+￡ l+⋯) 

P=PooP 。f o+印l+-· 

P=p。。 。f(Po+￡ l+·· 

T=TooTr。f(To+￡ +· 

X = ， Y = ， = 

其中， 为 方向的特征长度， 为 方向的特征长 

度，￡=Re ／ ，ref代表参考值．将展开式 (1)直接代 

入 N—S方程，并略去 △ ，(Reref) 及￡量级和更小的 

(这里A = 。f／蛾 7，Re 。f=p。。l ／ 。。皿 。f)， 
得到抛物型的 PNS方程 [9,31]． 在 PNS方程中流 

向动量方程中的压力导数项 被略去了． Lubard 
c， 

等 Ll2J给出了更为完整的PNS方程，其中包含了压 

力导数项 ．王汝权等 [72]把文 [6]无黏 。黏性光 

滑匹配的简化思想推广到三维情形，导出了修正的 

PNS(MPNS)方程．我们发现，MPNS与文【12]的 

PNS方程有细微的差别，即三维 MPNS方程保留了 

所有的0(￡)项，而PNS仅保留二阶导数的黏性项， 
A{ A{ 

而丢掉了形式为 ， 的0(￡)项，而这些项常 
ay (， 

常起着重要作用． Golovachov等 [1o]在求解超声速 

喷管流时，给出了另一组简化 N—s方程，左端为Eu一 

1er方程，右端仅含 O(1)量级的黏性项，称呼方便 

起见，称它为 Euler边界层组合 (EBC)方程．按照 

文[72]的分析，EBC方程属于薄层方程，三维情形 

周向略去了二阶扩散项 L36J．以上我们叙述了非守恒 

型 DPNS方程的发展情况． 

20世纪 70年代末期，在 DPNS模型发展过程中 

的另一个重要贡献是美国学者导出的强守恒型 PNS 

方程 L3lJ及 TLNS方程 Ll4J，其特点是同时利用直角 

坐标下的速度分量和某一坐标方向近似沿主流方向 

的一般曲线坐标，从而可将完全 N—s方程写成强守 

恒型，再略去沿主流坐标方向的全部黏性项即为守恒 

型 PNS方程；如将主流坐标方向及周向的黏性项全 

部略去即得 TLNS方程．在实际计算中，还从保留 

的黏性项中略去了所有的混合导数项 L3lJ．从强守恒 

型 PNS或 TLNS方程出发构造离散格式，可以跨越 

间断进行计算，因而被广为采用．后来高智 [73]推导 

出任意曲线坐标的 DPNS方程．但是， Eca等 [74] 

指出，若不用直角坐标下的速度分量而用逆变速度分 

量，离散后的 DPNS方程会产生非物理的源项，从 

而破坏守恒性质．此外， Pratap等 [15]针对不可压 

缩流提出的部分抛物化 N—S(PPNS)方程，实际上就 

是可压缩黏性流 DPNS方程在不可压条件下的简化 

形式． 

对各种不同DPNS方程的精度及合理性问题， 

某些学者曾做了比较研究， Golovachov等 [75]和 

Emelyamova等 _76J对球头超音速黏性绕流流场， 

用完全 N—S方程， VSL方程， IVM 方程及 EBC 

方程分别作了计算，发现以下现象：当 Re 3550 

时，4组方程的数值解基本一致．当雷诺数减少时， 

不同简化 N。s模型与 N—s方程组的解偏差增大；当 

Re=600，M。。=6时， IVM方程与 N—S方程给出 

的物面热流相差 4％，VSL方程与 N—s方程相差 6％， 

而EBC方程与 N—S方程相差达到 20％．这一事实说 

明，在 DPNS方程中保留 0(￡)的项起了关键作用． 

高智 -77]用 8类不可压N。S方程的准确解 (即不可压 

驻点流，Couette流，旋转圆盘附近的流动，Hagen- 

Poiseuille流，Hamel—Jeffery流，轴对称层流射流及 

van Karman。Batchelor流等)和各种简化 N—s模型 

的解作了比较，只有 IVM方程与 N—s方程准确解完 

全一致．而 VSL方程和 EBC方程解仅对 Couette 

流与 N。s准确解一致，其它 7类均不一致．刘学宗 

等[78】指出，在 RNS(实际上是VSL)方程 [42]中略 
J， 2口， 

去的项 ，在回流区及物面附近可以达到与 
ne ay 

n  

同一量级，因此在这些区域略去它是不合理的． 
ay 

DPNS 方程在边界层分离点数学奇异性问题的分 

析 L79J表明： IVM 方程与完全 N—S方程一致在分 

离点无数学奇异性，而 VSL方程和 EBC方程存在 

数学奇异性．上述所有分析说明， N—s方程简化中 

完整地保留O(1)和0(￡)量阶项的DPNS方程，即 

IVM方程是 DPNS方程中最合理的形式． 

目前，三维形式的DPNS方程在实际问题中应用 

最多，按照文[72]的做法，我们将在贴体坐标( ，Y， ) 

中写出各种 DPNS方程的具体形式． 

三维 DPNS方程组可写成一般形式 

Op ur+百OpvrH+ OpwH=。 
。 。 

筹+ + 嚣+ 百 + 十了 十 
k sin0 。 1 p 

百p 一— +万 

(2a) 

(2b) 

483 ． 

㈤ 

● 一

儿 
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pu Ov Ov pw Ov 

百 + +了 一 

2
一  P 2+ ： (2 ) 万 ～ — 旷 + 

pu Ow
． 

Ow
．

pw Ow
． 

百 一Ox+pv +了 十 

p
_ _  _

w
_w(usin0+v cos 0)+ 赛 |l’ |U 

pu OT OT pw OT 

育一Ox+pv +了 一 

(茜 +” + )= (2e) 百 十 ／_。i I J 

p= pT (2f) 

其中假设 ，V，W为 3个坐标的速度分量， ，P，T， ， 

分别代表密度、压力、温度、黏性系数和导热系数． 

各罟的 詈纲I天l子为． X．t，．r L f物体特 长惠1： 

(来流速度)；P P。。，P 。。 

’ ／0p(Cp刀疋上土王比聚})， 。。，A Aoo； 

Re= ( 。。 L)／ 。。为雷诺数， = Mcp 为 

Prandtl数， r：TO+ycos 0，H=1+ky；ro(x)是 

从物面到对称轴的垂直距离， ： ( )是沿 X方 

向的物面曲率； 0= ( )是物面切线与对称轴的夹 

角． OL ， ， ， 代表不同简化形式的右端黏性项． 

对 ~VM方程 [6】，方程组 (2)右端黏性诸项为 

一 瓦l
—

O ( )+-1
⋯

o(~ou )Re r + 
⋯  

J+一 一  

十 

( +—co s 0) OU一万k瓦u Ou (3a) 

=  南( )+ 品(等舅)+ 

品 筹)一一2Re r 3Re旦Oy(等筹)+ 一 广一一 
—sin 0( )一一2旦(sin 0Re 3Re Oy ) (3b) r au／ r ／ 、 

= 一l O( 筹)+一4Re Oy 3Re r南(等筹)+ 一 一 

瓦

1 0

＼ # Ov)一—23R e品( Oy)+ 一一I一一I— I l』 一l十 Re a ＼r a ／ r a ＼ ／。 
2了sin0(等 ) (3c) 

= 一 1 o( )+—1RePr Oy ReP—r r品(等等)+ 一 J+—— I J+ 

RePr( + ) Oy+ (3d) 日。 r／ 。一 、 

其中， = R
e 

f
＼
丝Oy—H u + p (

＼ 

1 0u'~
． 

对 PNS方程 [ ，方程组 (2)右端诸项为 

。： Re ( )+ 1 (等舅)(4a) z 一 ( J+ I J (4 J 
4

⋯

o ( )+ 1 0(#-_Ov)+ 
l

⋯

O ( )一 3Re旦Oy ＼丝r O~]
f4b1 

。= R e O

a

y( )+ 品(等筹)+ z I J+面 I．一 J+ 
1 0 (p Ov~一一2

3Re品( ) (4c) 一 一 l l』 一l I‘±L J Re a ＼r a ／ a a ／ 
52： 旦

Oy( )+ 瓦鬲一 

— —  — —  o (
＼

．

r 

O

a

T 

／
hRePr + (4d) 

r a ＼r a ／ 。 、 

对 VSL方程 [ ， ，方程组 (2)右端诸项为 

一 一l O( O U)+ (鲁+co_ s O O—uRe Oy 一 s 一 J+彘 百+ 一 一 
一

k
一

#
一

Ou (5a)

H R e Oy 

3=0 (5b) 

1 0 ， Ow、
．
1 0 ／ Ov、 

3'3 一R
e

—

Oy J+瓦 I J一 

)+2—sin 03Re (等 ) (5c) 一 J — I J (5 J 

53： R
ePr

旦
O ( )+y ——一 J+ 

Re Pr， + cos 0) Oy+ (5d) 。 ／ 。 、 
对 EBC方程 [10,36]，方程组 (2)的右端项与边界 

层方程组的黏性项一致，它们为 

--l
—

O(Oy )，／J 4=。 (6a) 4 
． ．  

瓦／， u I。a 

=  

Re南( ) 一 瓦／ 
一 1 o(RePr Oy )+ (6b) 。4 一 ／十 I。。 

上述 4组方程中，式 (3)及式 (4)为非薄层方 

程；式(5)及式(6)为薄层方程，右端仅保留Y方向 

的黏性项．当周向出现分离流时，薄层方程不能准确 

描述这类流场． 

众所周知， Patankar和 Spalding在利用抛物 

Navier-Stokes方程 计笪 燃恪 传执 的 内流 方面有 
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其独到的见解和重要的贡献．他们曾先后提出了抛物 

型流动的方程 [15 62~64]和部分抛物型 Navier．Stokes 

(PPNS)方程 [15,64J，并用他们创立的压力修正法或简 

称 SIMPLE算法及 SIMPLER算法 _66_求解上述方 

程，解决了大量的燃烧及传热、传质问题并研制了大 

批的商业通用软件 [67,68]．首先 Patankar和 Spalding 

提出了单向坐标与双向坐标的概念 【66J，在一个坐标 

的给定位置上，其物理量的变化仅受一侧条件变化的 

影响，这样的坐标称为单向坐标．其意义在于，若能用 
一

个单向坐标来描述给定的状态，就可以大大节省计 

算机的存储量与计算时间．对流是一种单向过程，而 

扩散则具有双向效应，当对流作用大大超过扩散作用 

时，空间坐标就近乎单向的了．在单向坐标基础上， 

Patankar和 Spalding提出了抛物型流动的概念 _66_， 

即当二维或三维定常流存在一个单向坐标时，相应的 

流动就叫做抛物型流动．在这种情况下，沿单向坐标 

方向具有一主速度，对流相对于扩散而言总是起主导 

作用，因而在这个方向上的扩散效应可以忽略不计． 

在三维抛物型方程中 _64_，沿主流方向 的压力梯度 
r{ r个、 

用 二 来代替，其中p(x)为平均压力，垂直于主 
U  

流方向的横切面上的压力P 看做是 的一种摄动， 

总的压力为 与 P 之和．对内流而言， 的变化正 

好调整到满足在整个管道横切面上的总质量守恒．基 

于以上近似，完全 N．S方程变为一组抛物型方程， 

并可用SIMPLE算法求其数值解．抛物流的典型例 

子有绕流扭曲翼型的边界层，具有矩形横截面管道的 

内流以及由圆孔口流出的射流等． 

1975年至 1976年期间， Pratap．Spalding[15,65] 

进一步提出了部分抛物型 Navier．Stokes(PPNS)方 

程，其形式与抛物化 N．S(PNS)方程是一致的．在 

PPNS方程的 SIMPLE算法中压力场需对整个计算 

域存储，而其他变量只须对一个或两个推进站存储即 

可，因而较之解完全 N．S方程大大节约了存储量， 

但计算时间节省不明显． 

我们注意到，在 Patankar和 Spalding等人的工 

作中不论是抛物型流动或部分抛物型流动都假定在 

主流方向不存在回流区，后来许多研究 者 [69,70,81,82] 

证实对 PPNS方程的这一限制是不必要的．其次， 

在 SIMPLE算法或 SIMPLER算法 中 _66_每次只求 

解单个方程，然后再用循环迭代法得到收敛解，这种 

解法对某些问题收敛速度较慢；而用联立求解方程组 

的算法 [70,82]可大大改进收敛速度． 

3 DPNS方程的数学性质及正则化方法 

早期人们对定常 DPNS方程的数学性质不是十 

分清楚．有的学者 [83,84]认为 DPNS方程作为初值 

问题提法是适定的，可以推进求解．例如为了求解钝 

头体超音速绕流流场，可以先求出驻点解，然后从驻 

点解出发沿下游推进求解．他们的研究表明，这种做 

法是不成功的．事实上， Lighthill[85 J早已认识到， 

边界层方程能作为纯粹的抛物型方程沿流向推进求 

解是因为流向动量方程中压力导数 事先给定的 
舟竹 U 

缘故．若 是未知的，则边界层方程在分离点附 
(， 

近将产生无穷多个解 ．Garvine[86J指出 ，在黏流及 

无黏流相互干扰的问题中，压力场不能事先给定，因 

而初值问题是不适定的．作者计算平板边界层时，当 

M <1．2时采用边界层方程，而 M 1．2时用VSL方 

程．Miller[84J认为对黏流与无黏流干扰问题，DPNS 

方程作为初值问题提法是适定的．只要在超音速区利 

用含黏性项的两族特征并在跨音速区联结内流 (黏性 

流)与外流 (无黏流为主)同时向前推进便可消除不 

适定性，这一观点有待进一步讨论． 

20世纪 70年代初，Lin等 _87_已经发现在亚音 

速区实现推进求解 PNS方程有困难．他们利用连续 

方程及能量方程将流向动量方程中的压力导数 

消去，导出下列关系 

u  =  旦
Oy( )+ u 一 ／十 

其中M =二(a为声速)．显然， M >1时可以推 

进求解， M <1时 (3)为反热传导方程，不适于 

推进求解， M =1为奇异线．在我国， 1967年高 

智 【0]提出二维简化 N．s方程后，即与王汝权等合 

作研究钝头体超音速黏性绕流的数值解法．有关工 

作 1978年在宇航飞行器计算空气动力学会议上报 

告 L88j，受到与会者的极大重视．为了弄清 DPNS方 

程的数学特性，王汝权等 [88~90]做了一系列研究 

工作，较为严格地从数学上论证了 DPNS方程当 

u< a时的不适定性．高智 [73]提出了 DPNS方 

程数学性质的特征、次特征分析，由高阶黏性项决 

定的特征表明所有的 DPNS方程均为双曲 ．抛物 

型；但对流 ．压力项决定的次特征表明 M < 1时 

所有 DPNS方程为椭圆型、仅当 M >1时它们才 

为双曲型，表明在亚声速区 DPNS方程初边值问题 

的提法不适定，因此称这类简化方程为扩散抛物化 

(DP)N．S方程才能正确反映它们的数学物理性质． 

文 『73]的特征、次特征分析也表明： N—s方程组 

抛物化的简化方程组就是经典 Prandtl边界层方程 

组，因此许多文献把 DPNS方程组称作抛物化 N—S 

即 PNS方程组既不能正确反映它的数学物理性质， 

又容易把它与边界层方程组相混淆．刘学宗等 _78_对 
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不可压 DPNS方程的数学性质作了详尽的分析． 

文 『88，91】指出从数学上看，只要将 DPNS方程中任 

何一个未知量沿推进方向的一阶导数固定，则初边值 

问题提法就是适定的．例如给定法向动量方程中的速 
丹 ，Is] ．[92] 

度导数 ；给定切向速度导数 vu, ；大多数学者 

n 

z 

则给定压力导数 来达到方程正则化，其中最 
【， 

常用的正则化方法是文 [13】提出的压力分裂法，即 

：u +(1一u) ．第 1项为双曲性质部分， 

第 2项为椭圆性质部分．用特征值分析发现，若将 

(1一u) 看作已知源项或略去，则当 u> 0和 
U 

u ，y 2[(，y一1) +1r (Mx=u／a)时，DPNS方 

程组为双曲一抛物型，其初边值问题提法是适定的， 

对于薄亚音速层的流动，(1一u) 一项影响很小，可 

以略去；但若亚音速层的厚度足够大时，一次空间推 

进解法是不适定的，必须采用总体松弛法．为了克服 

推进过程的不稳定性，人们还研究了其他处理方法， 

Kovenya[93]提出 、 非线性组合正则化方法； 
U  U Z 

Lin等 [87]提出子层近似法，即取紧靠亚音速层的超 

音速区内某一点的压力导数 作为整个亚音速层 

的值，不过当亚音速层加厚时仍然会出现不稳定现 

象．应该说 Helliwell等 L94_对一次空间推进法的数 

值分析具有指导意义，他们不对未知量的流向导数值 

作特殊处理，而是把压力导数取不同差分形式来满足 

稳定性要求．如对二维 DPNS方程，P 用向后差分 

op
—

Pl— Pi一1 
一 —  一  

则隐式差分格式的稳定性条件为 

,

~X>iXmin, △ = pu( 1 2 2 

其中， =kmAy为波数． 

P 取向前差分 

op Pi+l——Pl 

a AX 

则稳定性条件为 

Ax > 2AXmin 

上述结论与不适定性问题的一般理论是一致的．显 

然，Helliwell等 [。 ]只讨论了一阶格式的情形，王汝 

权等 [。 ]进一步讨论了加权平均格式的情形，即 

(p )冲 =s(p )件1+(1一s)(p ) ， 0 s l(1Oa) 

并得出更一般的稳定性条件：当 1及8 i／2 

时，隐式格式绝对稳定；当 < 1及 8= i／2 
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时， (Crank—Nicolson格式)，隐格式绝对不稳定；当 

<1及 8>1／2时，稳定性条件为 

△ Axmin-- (10b) 

去 (1-coskAy)]-i> 

当8=1时简化为文 [94】的结果．在计算中，为了提 

高推进方向的精度，我们取 8=0．6．在此基础上， 

王汝权等 [。 ]还提出了推进方向的预估 一修正法，对 

DPNS方程中的流向导数 Of／Ox，采用 

预估步( )而= 
(1la) 

修正步( )巾= 
(11b) 

其中，n+ 是求解一次DPNS方程后得到的预估值． 

对三维情形，在周向通常用迭代方法求解 [94 96]．但 

由于迭代收敛的要求，推进步长必须满足条件 

△ <△zl 
l札 

(12) 

联合前述差分格式稳定性的要求，导致如下的严格限 

制 

A A Az (13) 

为了消除 Ax的上界限制，王汝权等 [97]采用 z字 

形差分格式来代替文 [94，96】中周向的中心格式． 

在 DPNS方程正则化研究方面，张涵信等 [98,99] 

提出的修正的压力分裂法较彻底地解决了数值不稳 

定性问题，他们把流向压力梯度分裂为 

=u +(1 (i4a／i4a、) u +I ～u) 

其中 0pb／Ox代表物面上的压力梯度，只须当M >1 

取 u=1；当 0 M 1取 u=M ．则在亚声速区 

空间推进是稳定的．Opb／Oz用壁面上切向应力的横 

向导数来代替，只须流向动量方程在物面取值即可得 

到，对二维情形为 

OPb
=  

rb{ 一Ou一茜) 一1 、 一百／J (14b) 
作者对二维及三维球 一锥黏性绕流场的计算表 

明，用修正的压力分裂法无论用一阶隐式差分格式 

还是用二阶 Crank—Nicolson格式推进求解都是稳定 

的，而且在推进过程中消除了步长的下界限制．此法 
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的不足之处是破坏了 DPNS方程的强守恒性，因此 

对含有激波等间断的复杂流场值得进一步研究． 

除了DPNS方程推进适定性研究外，高智等 [79] 

还研究了 DPNS方程在边界层分离点有无数学奇性 

的问题．他们证明了 DPNS方程初边值问题的解的 

存在与唯一性 [100J． 

4 一次空间推进解法 

20世纪60年代末期，伴随 DPNS方程的问世随 

即开始了一次空间推进解法的研究 [9,13,31,34,35,42]． 

与时间相关法相比，求解定常 DPNS方程的一次 

空间推进解法节省 1 2个数量级的 CPU时IN~!EI巨 

大的存储量，因而为数值模拟大型超音速和高超音 

速黏性流场开辟了广阔的前景．早期人们主要研究 

非守恒型 DPNS方程的一次空间推进解法，后期更 

关心守恒型 DPNS方程的相应解法．下面分别介绍 

两类方法的代表性成果． 

4．1守恒型 DPNS方程的空间推进解法 

忽略周向扩散效应的定常三维VSL方程，EBC 

方程及 TLNS方程等薄层假定下导出的 DPNS方 

程，其流向及周向都是一阶方程组，原则上可以在这 

两个方向实现推进求解；而保留周向扩散效应的三维 

PNS方程和 IVM方程需周向迭代求解 E94,96]或联立 

求解 [13,31]．最初在设计非守恒型VSL方程组的解法 

时，多沿用边界层方程的非耦合迭代求解思想，即在 

推进方向的每一站，将方程组中的每一个方程单独离 

散，个别求解，然后采用循环迭代法求出满足方程组 

的收敛解．王汝权等 95．中详细分析过这类方法的优 

缺点，其优点是简单易行，容易编程序；但稳定性及 

收敛性差．例如1970年文 [8】针对VSL方程组提出 

的总体松弛法就采用了这种非耦合迭代技术．应用到 

非光滑物体及复杂流场时遇到了稳定性问题 【31．．为 

了克服上述缺点，人们发展了分类耦合迭代的空间推 

进解法 [90,92,101]，即将 VSL方程组中的一阶子方程 

组与二阶子方程组分别离散，分别求解，相互迭代以 

达到收敛解，大大提高了稳定性及收敛性．对于保留 

周向扩散项的 DPNS方程，一阶子方程组只有一个 

连续方程，单独求解的稳定性差 【95．，因此，多采用 

完全耦合、沿流向推进、周向迭代的解法 [94,96]．在 

推进方向的每一站，要在每个子午面上解一个大型联 

立代数方程组．周向的迭代方法也有不同，如 Rubin 

等 [96]采用预估 一修正方法， Helliwell等 【94．采用 

Gauss—Seidel迭代方法，王汝权等 【97．采用 z字形差 

分格式的非迭代方法．由于非守恒型 DPNS方程的 

对流项大都采用中心型差分格式逼近，所以非守恒型 

方程的解法只适用于光滑流场的计算． 

4．2 守恒型 DPNS方程的空间推进解法 

从守恒型 DPNS方程出发离散化，可以跨越 

间断计算，因而这类空间推进解法得以广泛应用． 

对流项可利用守恒型双曲方程的高精度高分辨率差 

分格式离散，如 MacCormack 格式 [102]，Beam— 

Warming格式 [103]，CSCM 格式 [104]，TVD 格 

式 [105~109]及加权 ENO格式 [110]．Vigneron等 [13] 

最早采用中心差分格式及非迭代的隐式近似因式分 

裂算法，最终导出沿法向及周向的两个块三对角阵 

线性方程组，再利用标准程序计算，为阻止因中心差 

分格式引起的非物理振荡，可在隐式格式的右端加显 

式处理的4阶人工黏性项．Lawrence等 [106]采用高 

分辨率TVD格式来逼近对流项，但亚音速层内仍用 

中心格式．后来， Korte等 [109]克服了这个困难， 

可将 TVD格式应用到全流场．为了便于实现并行计 

算，人们发展了全显式的MacCormack格式解法 [107] 

和 TVD格式解法 [109]，据称第一种显式解法的计算 

时间与隐格式相当，而 TVD格式在对流项上要化更 

多的 CPU时间．由于隐式解法计算量大，而全显式 

解法的推进步长要求太严等缺点， Liu等 [1OS]发展 

了一种TVD格式的显 一隐解法，即黏性影响大的物 

面法向用隐式格式，而黏性效应较弱的周向使用显式 

格式．数值计算结果表明：显 一隐算法比全隐式解法 

节约 1／3的CPU时间．值得指出的是，所有从守恒 

型 DPNS方程出发建立的差分格式，当采用压力分 

裂公式P = p +(1一 时，都不是严格意义上 

的守恒解， Rubin等 【34．指出必须用特殊的写法才 

能做到严格守恒． 

5 总体松弛法 

定常 DPNS方程的一次空间推进解法，适用于 

超音速区为主的大型黏性流场 (如细长弹体或航天 

飞机身部周围流场)，不适用于亚音速流、局部亚音速 

区、跨音速区以及各种波系相互干扰的复杂流场，这 

些区域应该用总体松弛法来计算．下面简要介绍主要 

的总体松弛法． 

5．1总体松弛法 

Davis[剐对 VSL方程提了一种总体松弛法，并 

成功地用来计算钝头体超音速黏性绕流．其基本思 

想是，先求出钝头超音速流场的驻点解，再从驻点 

沿下游反复推进求解，直到迭代收敛为止．为了克服 

推进过程中数值不稳定的困难，每次推进时先将法 

向动量方程中的 Ov／Ox相对固定 (由上次推进保留 

下来的 场求得)．若初始激波形状和 Ov／Ox给得 
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精确，经过少数几次迭代就能得到所需的解．该方法 

是针对光滑物体设计的，对非光滑物形遇到一些困 

难 【。 ．Miner等 [iii]和 Srivastava等 [112]克服了物 

面曲率间断的困难；文 [113]克服了激波形状收敛慢 

的困难； Srivastava等 [i01]克服了差分格式不稳定 

的缺点．由于这些改进，使文 [8]总体松弛法得以应 

用于三维问题 [80,114~116]． 

5．2 直线法和积分关系法 

Tolstykh[n]将著名的积分关系用于求解二维简 

化 N—s方程，计算稀薄气体球头超音速黏性绕流流 

场．刘学宗等 [1i7J用更为简单的直线法成功地求解 

了二维简化 N—S方程 _6J．Voronkin u92_也用直线法求 

解了VSL方程，两个工作的不同点已在文 [90]中说 

明．文 [90，118]曾用直线法和改进的总体松弛方法 

算出轴对称及三维球 一锥超音速黏性绕流的亚、跨 

音速流场，再用改进的 Voronkin计算方法求得全流 

场，其精度和稳定性均令人满意．直线法的计算量和 

存储量很小，但提供的流场范围小；总体松弛方法可 

以给出光滑头部的大范围流场． 

5．3 多重推进 -迭代解法 

Rubin[ ]认为当黏性流场的主要部分为超音速 

区，而亚音速区 (通常紧贴于物面)的厚度 = 

O(Re ／ )时，可采用一次空间推进法求解 DPNS 

方程．若亚音速区占流场的相当部分或全部；就应 

该考虑下游流场对上游的影响而采用多重推进 一迭 

代解法．这类方法的文献很多，但可以归纳为压力修 

正法、压力分裂法及通向量分裂法三大类． 

5．3．1压力修正法 

先给定压力场 (如有分离区还应保留速度场)， 

然后通过 DPNS方程计算出其他流动参数，利用 

新的流场参量再修正压力场，如此反复迭代直至收 

敛．最初，人们通过解一个 Poisson方程来给出压力 

场 [31,69]，后来发现解Poisson方程的计算量太大，又 

发展出不解 Poisson方程的耦合解法 [70,81,82]，Rubin 

的研究表明【43J：无论是可压或不可压DPNS方程，当 

流向动量方程中的压力导数 Op／Ox用显式差分时， 

多重推进一迭代方法是不稳定的；当Op／Ox用向后差 

分时将出现漂移 (departure)解，即指数增长的解； 

只有当Op／Ox用向前差分时，推进一迭代方法才是稳 

定的． Khosla等 [1191利用数值实验进一步证明：对 

于压力导数 Op／Ox的差分表示，以下3种做法都是 

等价的：P 用向前差分表示；P ：up +(1一u)p：， 

其中双曲部分 p 用向后差分，椭圆部分 p：用向前 

差分；当马赫数 M >1时，P 用向后差分，M <1 

时，P 用向前差分．总之，如存在亚音速区，P 必 
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须采用向前差分，并经过多次推进和迭代的方法求 

得流场．刘学宗等 _78_指出，多重推进 一迭代方法的 

收敛速度取决于初始流场的好坏，网格点的数目，沿 

流向的网格尺寸以及雷诺数的高低等各种因素．对 

高雷诺数和细网格情形，有时沿流向的扫描迭代次 

数多达几百次．不过，在一般情况下定常 DPNS方 

程的推进 一迭代解法仍比时间相关法收敛速度快得 

多 [120]． 为了加快推进 一迭代法的收敛速度，人 

们曾用过 Gauss—Seidel迭代 _43_，交替方向显式迭 

代 [121]，强隐式方法 [122]，交替方向隐显式迭代(ADI) 

方法 [123]，多重网格法 [124,125]和区域分裂法 [126]等 

多种加速方法． 

5．3．2压力分裂法 

Rakich[ 。]最早提出基于压力分裂的推进 一迭 

代方法．先将基本方程改写为下列形式 

OE*
+ 
0(F

—

F )+ 0 (a
—

G )=一 OP (15) 

其中E，F，G代表通向量，F ，G 为黏性项，E = 

(p u，p u+wp，puv，pet)，P=(0，0，(1一u)p，0)，根据 

Vigneron[ 。]的分析，取u= M [1+ 一1)M 1一， 

这里 为比热比．在一次空间推进中，通常将 (1一u)p 

略去了．在多重推进 一迭代解法中，式 (15)可写成 

+up =一(1一u)p 一 (16) 

其中 n为迭代次数， 代表流向动量中的其他各 

项． Rakich[ 。。]i~NT@迭代格式是稳定的． 

~A x +

】

wAi-lp ‘ 一u)△ip ' 一 (
17) A

ipn’n一 = pin+1一p 

作者对膨胀拐角的计算表明，上述迭代格式比时间相 

关法收敛速度快，一般用 16次迭代即可达到所要求 

的解．许多人对文 [120】的迭代格式(17)的加速收敛 

问题做了研究． Barnett等 [121]提出交替方向显式 

(ADE)加速方法， Rubin等 [123~126]研究了多重网 

格法， Zhuang[ ]利用对称的 Gauss—Seidel迭代方 

法等． 

5．3．3通向量分裂方法 

为了构造守恒型 DPNS方程的推进 一迭代方 

法，最简单的做法就是将无黏项的通向量进行分裂， 

且H E = E++E一，F = F++F一，cG = G++ 

G一，对正通量采用向后差分，负通量采用向前差分， 

然后交替从正方向及负方向推进求解，并迭代至收 

敛． Rubin[ ]就是用 Beam—Warming通向量分裂 

法和对称 Gauss-Seidel迭代法构造 DPNS方程的推 

进 一迭代解法． Stookesherry等 [129]利用 CSCM算 

法建立对称迭代格式． Xue等 [130]也用 CSCM算 
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法构造了时间相关的推进 一迭代格式．与压力分裂 

法不同的是，通向量分裂法是守恒的，并可模拟分离 

流． 

6 时间相关的空间推进 ．迭代解法 

在前两节中我们较为详细地介绍了定常 DPNS 

方程的一次空间推进解法和总体松弛法．前一种方 

法容易出现漂移解，第 2种方法则有收敛性问题． 

20世纪 80年代人们发现从非定常 DPNS方程 

出发构造空间推进解法要比定常方程优越 [131~134]． 

Chang等 [134J分析认为，前者容易保证格式的守恒 

性，后者会破坏守恒性；当用不等距步长推进时，前 

者稳定性好，而后者会变得不稳定；当采用压力分裂 

法时，即P。= p +(1一 )p；及 = 7M [1+ 

(7—1)M l_． ，其中 为安全因子，对定常DPNS方 

程，一般只能取 0．85，而非定常 DPNS方程可取 

1．此外，Kaushik等 [132]和 Newsome等 [133]的 

数值实验证实：对薄亚音层流动，时间相关的DPNS 

方程一次推进解法比定常 DPNS方程的推进 一迭代 

法收敛速度快得多，而数值结果的精度是一致的． 

关于时间相关的 DPNS方程空间推进思想，在 

文 [134~136】中有详细的阐明．通常采用基于特征 

分裂 (如文 [137】或文 [138】的分裂法)或基于压力 

分裂的通向量分裂法，即将流向导数 改写为 

OE
： + ，若令 三0，即得到一次空 

间推进法，但必须在每一推进站进行局部时间迭代． 

由于 佗+1站的初值可从 n站得到，因而每一站的局 

部迭代是快速收敛的．Xue等[19,130,139]利用文[104】 

提出的CSCM偏心格式进一步发展了二维 [129J及三 

维 -19_时间相关 DPNS方程的推进 一迭代解法．其 

特点是将一次推进解法与多重推进 一迭代解法统一 

起来，可以计算有局部亚音速区及分离流的超音绕 

流流场；还将显式格式与隐式格式结合起来 (物面法 

向用隐式，周向用显式)，大大减少了计算量，用上述 

方法成功地模拟了航天飞机简化外型的黏性流场． 

就在不久前，Kato等 [140~143]也做了类似大量研究 

工作．当然，时间相关的推进 一迭代解法的一些理论 

问题尚待进一步研究， Thompson等 [144]指出了几 

个问题，如利用通量差分分裂可能会破坏方程的守恒 

性；在空间推进站局部迭代的收敛性受到多种因素的 

影响以及收敛速度对大库朗 (CFL)数十分敏感等， 

在使用时应注意研究． 

除了从非定常 DPNS方程构造一次空间推进解 

法和多重推进一迭代解法外，为了获得局部亚音或跨 

音流场，许多学者也利用熟知的时间相关法来求定常 

DPNS方程的解，如VSL方程 [145]，TLNS方程 [146]， 

PNS方程 [147,148]，Miller等 [149]利用时间相关法来 

模拟整机的大型黏性流场．由于出发方程为DPNS方 

程，其工作量比直接求解完全 N—S方程要小得多． 

7 广义扩散抛物化 Navier-Stokes方程的 

研究 

对剪切流 N—S方程计算的理论分析 [4o,
一

4 1,1501表 
明：用差分计算最大 (即剪切)黏性项 1 OLtt和最 

He ‘ 

小黏性项去象时，要求法向网格间距△ 分别满 
足 

对 瓦 一O
y2 

Ay
《 Re_(1+q)／2

， 0 q (18) 

对 瓦 

Ay
<< l+q) 卜 2 q)]

，
0 q 

(19) 

其中 m 为差分格式的精度阶， q= 0为经典边界 

层， q=1／4为分离点邻域多层边界层的下层．当 

式 (18)得不到满足，所有黏性项均为截断误差项； 

若式(18)被满足而式(19)不满足，则去象为误 
差项．式 (19)表明：对高雷诺数问题，可以说最小黏 

性项恒为误差．因此，高智建议在高雷诺数的N—S方 

程计算中，黏性项只能保留最大剪切黏性项，即应把 

单一坐标方向的扩散抛物化近似方法拓广为对 3个 

坐标方向的扩散抛物化，把 Navier—Stokes方程组简 

化为广义扩散抛物化 N—S方程组，简称为广义 N—S 

方程组 [40,150]． 

例如二维可压缩广义扩散抛物化 N—S方程组为 

+ + = 。 

P( +u + )+ =旦Oy( ) P【 +u + ／)+ 一【 ／) 

( +u + )+ = ( ) 
f201 

Ope
+ e 卅  

( + Ox、／旦Oy( u + 筹) 【 + 一’一【 u + 瓦／) 
P= pRT 
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其中 k为导热系数．按照主特征及次特征理论 [73]： 

广义 N—S方程与 N，S方程的次特征值完全一致，广 

义 N—S方程 (20)的主特征值为 [ 。] 

=0， ；=0， 
．  

6= ， 7，8=土 (21) 

广义 N—S方程组有虚特征值，其数学性质与 N—S方 

程一致均为椭圆型，但所含黏性项的数目比 N—S方 

程少得多．例如正交曲线坐标系中三维可压缩 N—S动 

量方程含黏性项多达102项，而相应的广义 N—S动量 

方程的黏性项只有 6项，因而用广义 N—S方程计算 

可大大节约计算时间，即使计算丢掉的那些黏性项， 

也在截断误差项之中 [4o,15o]．申义庆等 [151,152]的计 

算表明：广义 N—S方程组既适用于存在主流方向的 

高雷诺数流动，也适用于无主流方向的脱体分离及大 

范围旋涡流动． 

8 DPNS方程数值解法的最新进展 

最近几年 DPNS方程的数值解法研究又有新的 

发展，内容十分丰富 [153~167]．值得指出的是，人们 

提出了代替单步推进的块空间推进解法 [153~155]，大 

大提高了方法的收敛速度，并可处理分离区和局部 

亚音速区等复杂黏性流场．另一个新的研究方向是 

利用 DPNS空间推进解法来求解完全 Navier—Stokes 

方程 [155~157】以便代替收敛慢的时间相关法．这样 

做不但可以大幅度提高求解效率，而且能将 Euler方 

程， DPNS方程和完全 N—S方程有机地统一起来． 

最后，高智提出的离散流体力学算法 [16s,169】为多重 

尺度流动问题的解决打开了新的思路，值得进一步研 

究．下面将分别介绍最近几年 DPNS方程数值解法 

在上述几个方面的发展情况． 

8．1 PNS方程空间推进解法的新发展 

定常 DPNS方程的优越性在于可用空间推进 

法求解，它比时间相关法至少能节省一个数量级的 

CPU时间．因此，空间推进法的任何进步都对 DPNS 

方程的数值解法的发展具有十分重要的意义．最近 

几年 DPNS方程的空间推进解法研究在处理分离 

区和局部亚音速区方面 [155~15s]；在提高收敛速度 

方面 [155]以及在无结构网格 的空间推进方法方 

面 [153,154】都取得了新的进展．多数空间推进思想可 

直接推广到完全 N—S方程，有望克服时间相关法所 

固有的收敛问题． 

20世纪末期，由 Tannehill领导的研究组发展 

了一套能自动处理有分离区和局部亚音速区的超音 

速黏性流动的数值方法和计算程序 [2o,156]．其基本 

思想是，在超音速区占优势的黏性流场中，仍采用 
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DPNS方程的一次空间推进解法；在出现分离和局 

部亚音速区时，则用推进 一迭代解法．与以前不同的 

时是，Tannehill等 [156]提出了一种能自动预测干扰 

区范围的估算方法，因而可以自动交替使用一次推进 

解法或推进一迭代法来模拟全流场．虽然他们预测干 

扰区上、下游边界的相关函数还是带经验性质的，但 

所提出的自适应思想是值得进一步改进和完善的．我 

们认为，在空间推进解法研究方面最有意义的成果是 

2002年 Parent等人提出的推进窗口法 (the march— 

ing windows method)[ 引．此法将沿某个空间方向单 

步推进的解法发展为沿该空间方向的块推进方法，从 

而大大提高了收敛速度．作者的目的是将 DPNS空 

间推进法的思想推广到完全 N—S方程，实际上该法 

可以用来求解 Euler方程，DPNS方程以及完全N—S 

方程，而且自然地把 3种方程统一在一类解法中．块 

空间推进法要求事先确定当前的推进块区域，其上、 

下游边界必须将干扰区域包含进去．为此，作者提出 

了推进块区域上、下游边界的N~I,J准则．据报导，块 

推进方法虽然对每一个块区域需要进行迭代求解，但 

总体效率极高，其收敛速度远远超过时间相关法．对 

某些流动问题的计算表明：椭圆性很弱的流动，其收 

敛速度可提高 24倍；而对存在较大分离区的流动也 

能提高 8倍． 

为了解决复杂物形的流动问题，目前无结构网格 

已得到了广泛的应用．同样道理，采用无结构网格求 

解 DPNS方程也势在必行，在这方面 Nakahashi等 

人的工作 [153,154]将起到很好的推动作用． 

8．2 完全 Navler-Stokes方程的空间推进解法 

众所周知，完全 N—S方程在空间区域为椭圆型， 

必须解边值问题．但通常都采用时间相关法来求其 

定常解．其基本思想是将难于求解的边值问题化为 

初边值问题，但增加了维数．时间相关法的最大缺 

点是达到定常解的收敛速度太慢，当流场中出现跨 

音速区或局部低速区时，可能得不到收敛解．最近 

几年，人们将视线转向利用 DPNS方程的空间推进 

解法，来求解完全 N—S方程，以期获得比时间相关 

法更高效率的新方法．早期， Lombard等 [1O4]就 

利用空间推进 一迭代法求解完全 N—S方程，作者 

利用高分辨的 CSCM 差分格式及向前和向后交替 

推进 一迭代方法获得快速收敛的结果．随后张涵信 

等 [127]及 Maccormack["。~"。]的工作亦属前、后 

交替扫描迭代的总体松弛法．另一种是沿空间固定 

方向反复推进 一迭代的总体松弛法 Is]． Yamaleev 

等 [157]及 Skurin[158,159]的工作在这方面有更深入 

的研究．两者均可称为压力修正的总体松弛法，Y 

maleev等先将流向压力梯度按 Vigneron[13]方法进 
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行分裂 

却

O---~=w(赛)+(1--u~)(赛)一 (22) 
其中右端第 1项为当前的计算值，第 2项为从上次 

已得到的压力场计算出来并作为源项处理．为了计 

算修正的压力值，作者利用 Pletcher等 [173]的工作 

导出一个抛物压力修正方程，可求解亚音速、跨音速 

及超音速的流动问题，并显著地提高了收敛速度． 

skurinI 剐报告了他们对总体压力松弛法的大量研究 

结果并指出： 1970年 Davis|8J提出的总体松弛法仍 

是一个潜力巨大的方法．我们在文 [9 5]中曾指出， 

Davis方法可以对任何未知量沿流向的导数相对固定 

进行稳定的迭代求解． Skurin等也采用压力梯度分 

裂形式 (22)，当 1 3时，沿空间推进迭代是适 

定的．总体迭代的目的是使压力满足 

一 p I<Ep《1 (23) 

其中s代表迭代的次数． 

Skurin等的研究表明：上述压力松弛法看似简 

单，本身却蕴含着巨大的潜力，即方法是通用的，可 

用来求解任何维数的可压缩或不可压黏性方程；可 

求解无主流方向的定常或非定常流动问题，能将可 

压与不可压黏性方程用统一算法求解，而且对低马 

赫数流动或超音速流场中出现局部亚音速区的流动 

都有很好的收敛性；算法简单不需要分裂算法；由于 

有良好的稳定性及收敛性保障，方法是高度有效的， 

非均匀网格的使用并未降低方法的收敛速度，仅当网 

格加密时，总体迭代的收敛速度有所减慢，此时，可 

用粗网格先算出初始近似，再计算细网格流场，便可 

大大加快收敛速度． 

如前所述，块空间推进法是求解完全 N—s方程的 

高效率方法，Parent等 [155]用推进窗口法求解平均 

N—s湍流方程，计算有钝前缘的无黏超音速进气道流 

动用 512×216个网格，与普通时间相关法相比工作 

效率高出24倍；计算绕后台阶的黏性流动，网格为 

256×128，块推进法比时间相关法快 3．5倍； 算下 

壁面为压缩与膨胀拐角并存的二维进气道的激波 一 

边界层干扰问题，块空间推进法比时间相关法快 8．0 

倍．由此可看出块空间推进法的高效率程度． 

8．3 离散流体力学算法 

高雷诺数黏性流动的模拟是一个复杂和困难的 

问题．主要原因是在此情况下流场呈现出多重尺度 

的流动状态，其中可含无黏区域 (可用 Euler方程描 

述)；边界层或剪切层区域 (可用边界层方程或DPNS 

方程或完全 N—s方程来描述)以及各种波系相互干 

扰、分离和漩涡等区域 (一般要用完全 N—s方程来 

描述)．原则上采用完全 N—s方程就能模拟上述各种 

流动状态，但在目前的计算机条件下，实际上很难实 

现．对高雷诺数流动而言，正如张涵信等 l7_分析的 

那样，若要正确反映完全 N—s方程中所有黏性项的 

影响，就必须在 3个空间方向或者选取足够多的网 

格；或者用很高精度的差分格式来抵消使用粗网格计 

算带来的误差，否则表面上是求解完全 N—s方程而实 

际上等于求解抛物化 N—s方程或薄层 N—s方程．但 

是，上述两种办法在实践中也很难做到．因为，若在 3 

个空间方向取足够细的网格，其存储量和计算量都难 

以接受；如用粗网格计算，其格式的精度阶要由给定 

的粗网格来决定．换句话说，网格越粗，要求差分格 

式的精度越高，其结果对边界处理和解法带来一系列 

新的问题．因此对于用起来十分方便的二阶和三阶精 

度的差分格式，如何才能正确反映黏性项的作用，是 

CFD工作者面临的一个难题．为了解决上述问题， 

高智提出一种离散流体力学算法 [168,169]．其基本思 

想是，考虑到黏性流动的非线性与非均匀性，求解区 

域的不同离散单元可呈现出完全不同的流动特征， 

即使同一离散单元的不同界面也会出现不同的流动 

特征．譬如同一离散单元的不同坐标方向上的网格 

雷诺数和网格 Knudsen数可以相差很大．因此通常 

不同单元或同一单元的不同界面采用同一种守恒方 

程 (如完全 N—s方程)并非最佳选择．高智指出，应 

对不同离散单元或同一离散单元的不同界面采用不 

同的守恒方程，确切地说，采用离散单元流动的最简 

单的守恒方程，它们分别是 Euler方程、DPNS方程 

和完全 N—s方程，并将这种离散思想取名为离散流 

体力学算法．简单的做法可从完全N—s方程出发，根 

据网格雷诺数的大小选用 Euler方程、 DPNS方程 

或完全 N—s方程 [174~176]．更简单的做法就是人们熟 

知的区域分裂法，即将求解区域分为若干子区域，就 

其流动特征分别采用 Euler方程、 DPNS方程和完 

全 N—s方程，然后联立求解 [176]．高智等用网格雷诺 

数判别法对 Burgers方程、二维激波 一边界层干扰流 

动 [174]，超音速绕前、后台阶流动 [152]的计算表明， 

离散流体力学算法的结果与完全 N—s方程的结果相 

吻合，且能大大节约 CPU时间．我们认为，离散流 

体力学算法为多尺度问题的研究提供了一种新的思 

路，值得进一步探索． 

8．4 预处理方法的应用前景 

预处理方法 (preconditioning methods)是最 

近 10 多年为了解决低马赫数流动的有效方法之 
一 [177]

， 继而进一步用于处理各种刚性 (stiff)问 

题 [178~186]．当超音速流场中出现局部低亚音速区 

时，由于超音速区与亚音速区流场的特征速度相差 
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很大，导致离散化后所导出的代数方程组的最大与 

最小特征值之比很大，因而使迭代方法的收敛速度大 

为减慢，甚至不收敛．为了克服这一缺点，预处理法 

对微分方程的时间相关项乘上一个预处理矩阵，使得 

新方程组的特征速度较为接近，以便达到加快收敛速 

度的目的．对于非定常问题，可以采用双时间的方程 

组 [18r,188]，再使用预处理方法求解．目前，预处理 

方法的大多数工作都是为了解 Euler方程或完全 N— 

S方程组的，显然，预处理技巧完全可以用到 DPNS 

方程的数值方法中．可以用来有效处理低马赫数流动 

问题 [1r8]或超音速流场中含有局部亚音速区或跨音 

速区的问题 [181 J；可以将不可压黏性流与可压流用统 
一

的方程及算法求解；可以克服化学反应流动计算 

中的刚性问题 [184,188]；可以解决非均匀网格计算中 

网格比很大带来的计算困难 [182]；可以有效处理多相 

流计算的困难 [185]；可以用来求解气动形状的优化问 

题 [18。]等等． 

据报导，预处理法的使用可以极大地提高求解 

上述各种复杂问题的收敛速度，并可获得正确的收 

敛解．可惜在 DPNS方程的数值方法研究中还采用 

不多，我们认为应弥补上这一不足之处． 

从以上介绍的几个新的研究方面来看，目前对黏 

性流方程的特殊算法研究已较为成熟，今后的发展方 

向应更多注意发展高效率的统一算法，其特点是： 

(1)将一次空间推进与总体松弛法有机地统一起 

来，并可分别用来求解 Euler方程， DPNS方程或 

完全 N—S方程； 

(2)研究 Euler方程，DPNS方程和完全 N—S方 

程的统一算法和软件； 

(3)将可压缩流与不可压缩流统一为一个方程 

组，用快速、高效的算法统一求解； 

(4)可以处理各种复杂几何形状的流动问题． 

(5)把算法与对流动的物理分析相结合 [189J． 

9 结束语 

20世纪 6O年代末期美国、前苏联和中国学者 

几乎同时、独立发展的扩散抛物化 Navier Stokes理 

论、方程和数值方法是继边界层理论之后黏性流研 

究和应用的又一重大进展，它彻底解决了长期得不 

到很好解决的高雷诺数黏流及无黏流干扰问题，并 

为现代各种大型高速飞行器黏性流的数值模拟开辟 

了新的途径．目前国外已经研制出若干 DPNS方程 

数值解法的大型程序，并已成功地用来模拟高速飞行 

器全流场．我们热切希望 DPNS方程的理论研究和 

实际应用在我国得到更大的发展，以适应工程应用的 

需要． 
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NUM ERICAL SOLUTIONS OF THE DIFFUSION 

PARABOLIZED NAVIER-STOKES 

EQUATIONS 

WANG Ruquan SHEN Yiqing2，十 

Abstract In the late 1960’s the different—type simplified Navier
— Stokes models，or as are generally called

， the 

d 士士us on para bolized N_S(DPNS)equations，and their computational methods developed fr0m the Pran s 

boundary_layer theory have correctly included the viscous—inviscid flow interacting mech
anism and opened a new 

approach for s mulating large—scale complex flowfields
． This paper reviews the related main resuits of this field

．  

nclud ng advantages and drawbacks of different simplified Navier
— Stokes models；mathematical characteristics 

and tne r march ng regularization procedures of the DPNS equations；vari
ous representative numerical solutions 

and the applicability of the DPNS equations and finally the new g
eneralized DPNS equations

．  
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