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循环载荷下砂质土的本构模型
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摘　要　提出了一个描述砂质土循环载荷条件下主要特性的本构模型, 并且采用不同围压

下多种加载途径的土力学实验确定了模型中的待定材料常数. 由本构模型的增量表达式数值积

分计算所得到的理论曲线与不同应力路径下实验曲线十分接近. 经实验验证这种本构模型能广

泛地应用土工问题的弹2塑性有限元分析中.
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1　引言

解决大型的、复杂的土2结构相互作用问题, 如水坝、核电站、海洋工程结构物受到地震、

爆炸冲击、应力波作用的问题, 都需要先进的计算模型. 在这些数值方法中, 最关键的就是对

土介质本构响应的近似模拟. 这就导致了人们对土本构模型研究的极大关注, 使最近 20 年

来土本构模型的研究取得了较大的进展.

1957 年,D rucker 等开始将土介质作为加工硬化塑性材料来处理[ 1 ]. 随后, Ro rscoe 与他

的同事 (1963, 1968)推广了D rucker 等人的研究成果, 提出了众所周知的剑桥模型与修正剑

桥模型[ 1, 3 ]. D im aggio 和 Sandler 在D rucker 等人的研究及剑桥模型的基础上, 提出了帽盖

模型[ 4, 5 ]. H uang 和Chen (1990)提出了一种简单而又实用的方法, 可以从常规的土力学试验

资料简易地求得帽盖模型的参量[ 6 ]. Zhang (1985, 1995) 进一步地给出了描述静力和动力条

件下地质材料广义非线性帽盖模型的数学表达式.

本文在上述本构模型的基础上, 提出一些新的概念和方法, 发展出一种适于描述砂质土

循环载荷条件下本构特性的模型.

2　模拟砂质土的新型帽盖模型

从工程实用的观点出发, 通过引入初次加载与再次加载的概念, 可以将复杂的循环加载

过程分解为初次加载与再次加载两种过程. 初次加载包括从开始加载到某个最大应力状态,

从前一个循环过程中的最大应力到后一个循环过程中更大的应力状态. 初次加载过程中, 材

料的屈服与 (运动的) 屈服面相关, 塑性流动与塑性势面相关[ 12 ]. 而再次加载过程中 (包括卸

载与重新加载直到前最大应力状态) 土介质的本构特性可以简单地采用线弹性模型来近似

地描[ 9～ 11 ]. 在此基础上, 可建立描述砂质土循环载荷作用下的新型帽盖模型. 本模型所采用
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的屈服函数可写成[ 12 ]

F = J 2D - Α2J
2
1 (1 - Α1J

n- 2
1 ) (1 - Α3S r) - 1ö2 (1)

这里 Α1, Α2, Α3 描述了地质材料的最终破坏包络的特性. 最终破坏包络在应力空间中是由这

样的点的轨迹所确定的: 从不同的试验所得到的应力2应变关系中对应于渐近应力的点的

轨迹.

参数 n 描述了屈服面在 J 12J 2D 空间中的形状特征. Α1 描述了屈服面的硬化特征, 一般

地, 硬化依赖于塑性功或塑性应变轨迹, 这里假设 Α1 是材料的塑性应变轨迹 Ν(数量内变量)

的函数.

塑性势面Q 在 Fm 的固定区域 (场) 内运动变化. 随应力点运动, 在运动过程中可以和 F

相交. 曲面Q 作为塑性势面给出了塑性应变增量的方向 (dΕp
ij和Q 正交). 塑性势面Q 是应力

状态、数量内变量 Ν和张量内变量 bij (表示Q 在应力空间中的位置)的函数[ 12 ].

Q = Q (Ρij , bij , Ν) = Q (J 1, J 2D , J 3D , I 1b, I 2D b, I 3D b, K 1D , K 2D , K 3D , Ν) (2)

这里 I 1b是 bij的第一不变量, I 2D b和 I 3D b是 bij的偏量部分 (bij′) 的不变量, 而 K iD 是偏应力张量

sij和偏张量 bij′的混合不变量[ 12 ].

与一般的帽盖模型一样, 模拟循环荷载的本构模型同样具有传统的增量理论的结构. 在

三维笛卡尔坐标系中, 模型的数学表达可以写成

dΕij = dΕe
ij + dΕp

ij (3)

dΕe
ij =

1
9K

∆ijdΡkk +
1

2G
dΡij -

1
3

∆ijdΡkk (4)

dF =
�F
�Ρij

dΡij +
�F
�ΝdΝ= 0 (5)

dΕp
ij = dΚ �Q ö�Ρij

û�Q ö�Ρrsû
(6)

式 (6)代入式 (3) , 经运算后可得[ 12 ]

dΡkk = 3K dΕkk - dΚ �Q ö�Ρij

û�Q ö�Ρrsû ∆ij (7)

dΡij = 2GdΕij + K -
2G
3

∆ij dΕkk - dΚ �Q ö�Ρij

û�Q ö�Ρrsû ∆ij - 2GdΚ �Q ö�Ρij

û�Q ö�Ρrsû
(8)

式 (8)两边乘�F
�Ρij

, 经运算最后可得[ 12 ]

dΚ=

�F
�Ρij

2GdΕij + K -
2G
3

∆ijdΕkk

K - 2Gö3
û�Q ö�Ρrsû

�F
�Ρij

∆ij
�Q
�Ρij

∆ij +
2G

û�Q ö�Ρrsû
�F
�Ρij

�Q
�Ρij

-
�F
�Ν

(9)

dΡij = dΕk l C e
ijk l -

C e
ijk l

�F
�Ρij

2G
�Q
�Ρuv

+ K -
2
3

G ∆uv
�Q
�Ρuv

∆uv

K -
2G
3

�F
�Ρij

∆ij
�Q
�Ρij

∆ij + 2G
�F
�Ρij

�Q
�Ρij

-
�F
�Ν

�Q
�Ρrs

= C e- p
ijk l dΕk l (10)

于是, 可得到初次加载时弹塑性刚度

C e- p
ijk l = C e

ijk l -
C e

ijk l
�F

�Ρm n
2G

�Q
�Ρuv

+ K -
2G
3

∆uv
�Q
�Ρuv

∆uv

�F
�Ρp q

K -
2G
3

∆p q
�Q
�Ρrs

∆rs + 2G
�Q
�Ρrs

-
�F
�Ν

�Q
�Ρrs

(11)
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3　本构模型中材料常数的确定

前面模型中所给出的材料常数基本上能分成几类: 弹性模量 E 和 Μ或G 和 K ; 最终的

屈服参量 Α2、Α3; 形状参量 n; 硬化参量 a1 和 Γ1. 下面分别设计相应的实验来确定这些材料

参量.

(1) 弹性参量　通常地, E 和 Μ可以从CTC 试验 (常规三轴压缩) 的初始卸载部分的资

料得到. CTC 试验资料给出 (Ρ1- Ρ3) 2Ε1 和 (Ρ1- Ρ3) 2Ε3 的曲线. 从曲线 (Ρ1- Ρ3) 2Ε1 的初始卸

载部分就能给出 E , 从 (Ρ1- Ε3) 2Ε3 曲线的卸载部分就能给出 E öΜ. 另一个可供选择的方案是

从上面方法得到 E 和从各向等压试验所画出平均压力2体积应变曲线初始卸载部分的斜率

得到的体变模量 K. 从下列关系式

K =
E

3 (1 - 2Μ)
(12)

求得 Μ. 从多次试验求得 E 和 Μ之后, 然后进行平均求得土的弹性参量 E 和 Μ.
(2) 极限屈服面参量　上面提到屈服面的方程可以写成如式 (1)所示的形式

F = J 2D - Α2J
2
1 (1 - Αλ1J

n- 2
1 ) (1 - Α3S Χ) - 1ö2.

　　当试件达到最后临界状态时, 塑性应变变得很大, 故 Α1 就趋向于零. 当 Α1= 0 时, 闭合的

屈服面就退化为一个张开的最大包络. 此时屈服函数的方程变成

J 2D - Α2 (1 - Α3S Χ) - 1ö2J 2
1 = 0 (13)

对于每个给出临界状态的剪切试验来说, J 1, J 2D 和S r (= J 3D öJ 2D )是已知的, 而只有两个材料

常数 Α2、Α3 是未知数. 这样, 沿着两种不同的应力轨迹 (不同的 S Χ 值) 的试验所得到结果, 通

过解联立方程就可以定出材料常数 Α2、Α3.

具体做法如下, 由方程 (13)就可得

(1 - Α3S Χ)J 2
2D - Α2

2J
4
1 = 0 (14)

写成张量形式为

[S rJ
2
2D , J 4

1 ]
Α3

Α2
2

= J 2
2D (15)

　　从方程式 (15) , 由两种不同应力路径的试验就能求得常数 Α2 及 Α3.

(3) 屈服面形状参量　从前面所表示的屈服函数可知, 参量 n 控制了 J 12 J 2D 空间中

屈服面的形状. 对于 n= 2, 屈服面方程在 J 12 J 2D 所截的图形是椭圆. 随着 n 值的增加, 此

面就越来越偏离椭圆.

n 是一个重要的参量. 它能决定体积变化为零的状态. 在此应力状态, 密砂开始膨胀, 而

松砂接近临界破坏状态.

n 在应力空间中是由零体积变化的点的轨迹来决定. 在零体积变化状态为

�F ö�J 1 = 0 (16)

(对于相关流动规则, F = Q , ∆Εv = dΚ�F
�p

= dΚ′�F
�J 1

, 所以零体积变化状态相当于 �F ö�J 1= 0).

就可得出

Α1nJ n- 1
1 + 2Α2ΧJ 1 = 0 (17)

即
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J 1 =
2Α2

nΑ1

1ö(n- 2)

(18)

将式 (16)代入屈服面方程 (1)可得

J 2D = Α2J
2
1 (1 - 2ön) (1 - Α3S r) - 1ö2 (19)

这就是零体积变化状态方程. 对数种不同的应力轨迹试验, 将已知的零体积变化状态代入式

(19)求得 n 值, 然后将 n 值进行平均.

(4) 硬化参量　硬化参量 a1 和 Γ1 可从各种应力轨迹的初始加载的应力2应变关系的资

料求得. 因为函数 Α1= a1öΝΓ1 , 可以写成

Γ1 lg (Ν) + lg (Α1) = lg (a1) (20)

在初始加载, 满足条件 F = 0, 由于初始加载时每一点的应力状态是已知的, 利用上面的条件

就能估算这些点的 Α1 值. 这些点对应的 Ν值也可从达到出现这些应变状态的塑性应变历史

来求得. 对于每种试验, 可以画出- lg (Ν) 2lg (Α1) 的直线. 拟合这些资料的直线的斜率就给出

了值 Γ1, 而直线所截的纵坐标就可得到值 a1.

本项研究中土力学试验所采用的材料是福建标准砂. 土力学试验在不同的围压条件下

按不同的应力路径 (各向等压, 常规三轴, 三轴压缩, 直剪)进行的. 由实验所确定的土本构模

型的常数分别为: E = 40000 N öcm 2, Μ= 0. 28, Χ= 0. 085, Β= 0. 65, N = 0. 3, Α1 = 0. 50×

10- 3, Γ1= 0. 40.

4　本构模型的验证

关于土本构模型的验证是采用如下的方法来实现的: 由不同应力加载途径的土力学实

验定出了本构模型中待定材料常数后, 将待定材料常数代入本构模型来预言某种加载过程

土的应力2应变曲线与体积响应曲线, 并将计算所预言的理论曲线与实验曲线进行比较. 进

行比较的应力2应变曲线包括弹塑性加载2卸载2重新加载的全过程和体积响应曲线, 理论计

算曲线与实验曲线都画在同一坐标的图中.

土本构模型所预言的理论曲线是通过数值积分来求得的.

如上所述的模拟循环荷载作用的新的土本构模型, 其应力增量与应变增量之间的关系

式如式 (10)所示, 就有可能从变形过程中任何一个给定的阶段, 由给定的应变增量计算相应

的应力增量, 总的应力与应变之间的关系式可由下式得到

{Ρ} = {Ρ0} +∫{dΡ} =∫[C ]e- p {dΕ} + {Ρ0} (21)

　　在数值运算中, 上式可以用下列数值积分的表达式来求得

{Ρ} = ∑
N

i= 1
[C ]e- p

i- 1 {∃Ε} i + {Ρ0} (22)

　　上式中的N 值是用来近似表示实际非线性应力2应变过程所用的线性片段的总数. 计

算的精度依赖于增量的大小. 较小的增量能得到较高精度的近似值, 但所耗的计算时间较

多. 所以在试算过程中要不断比较、调整方案, 以选择一最佳步长使得能在权衡计算耗费与

较高精度的比较中取得一最佳的方案.

理论计算曲线与实验曲线的比较如图 1 所示. 图 1 (a) 是主应力差 (Ρ1- Ρ3) 随最大主应

变 Ε1 与最小主应变 Ε3 变化的全过程. 图 (1b) 是 (Ρ1- Ρ3) 随体积应变 Εv 的变化曲线. 两者相
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比较, 应力2应变曲线最大偏离小于 8% , 体积应变曲线吻合得相当好. 这表明本文所提出的

循环荷载作用下的土的本构模型用来模拟饱和砂土循环荷载条件下的本构特性是可行的.

并且本构模型中的待定常数只有 7 个, 能方便地用于工程设计的有限元分析计算中.

(a)　主应力差轴向、周向应变曲线　　　　　　　 (b)　主应力差体积应变曲线

图 1　福建标准砂常规三轴应力2应变曲线的理论计算值与实验资料的比较

5　结论与讨论

本文在率无关的塑性力学基础上提出了一个能模拟周期荷载条件下饱和非凝聚土本构

特性的新的本构模型. 此模型克服了多屈服面模型参量个数太多的缺点, 克服了边界面模型

的插值规律的选择带有很大先验性的缺点. 此模型能恰当地拟合多种加载途径下的试验资

料, 如实地描述砂土在周期荷载作用下的主要本构性状, 模型所包含的待定材料常数的个数

不多并能方便地通过基本土力学试验来确定. 所以能广泛地应用于土工设计的有限元分析

计算中.

对于卸载和重新加载过程, 本文采用了线弹性假设. 这对于非凝聚土来说是可行的, 不

论是国外的资料[ 9～ 11 ], 还是用国内福建标准砂和承德砂的实验资料都证实了这一点. 而别

的种类的土情况如何还待于进一步的实验研究.
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THE CONST ITUT IVE MOD EL FOR SANDY SO IL

UND ER CYCL IC LOAD ING

Zhang Gende　　W ei Changfu
( Institu te of M echan ics, Ch inese A cad em y of S ciences, B eij ing , 100080)

Abstract　A con st itu t ive m odel is p ropo sed fo r describ ing the m ain behavio rs of sandy

so il under cyclic load ing, and the labo ra to ry tests of so il m echan ics under d ifferen t confin2
ing p ressu re and variou s st ress pa th s have been perfo rm ed fo r determ in ing the m ateria l

con stan ts. T he increm en ta l fo rm u lae of the con st itu t ive m odel are num erica lly in tegra ted

fo r ob ta in ing the theo ret ica l cu rve and the ca lcu la ted cu rve are clo se to the experim en ta l

da ta under d ifferen t st ress pa th s. T h is verif ica ted con st itu t ive m odel can be w idely app lied

in elasto2p last ic f in ite elem en t ana lysis of geo techn ique p rob lem s.

Key words　sandy so il, cyclic load ing, so il con st itu t ive m odel
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