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含裂纹有限结构的局部2整体分析
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摘　　要

基于局部2整体分析法用有限元研究了有限结构内含穿透裂纹的 I 型断裂问题。

作为局部分析, 给出了有限结构内穿透直裂纹尖端区域应力场的渐近表达式, 并以此

为位移模式构造了高阶奇异元, 代替通常有限元分析中裂纹尖端的稠密网格。文中以

中心穿透裂纹板结构为例细致地讨论了有限结构的有限尺寸效应, 讨论了结构厚度

结构长度对应力强度因子的影响。
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1　引　言

工程中有许多缺陷结构可简化为含穿透裂纹的结构来进行力学分析, 通常工程中都是按

平面问题来处理的, 而实际上在裂纹尖端附近区域变形状态本质上是三维的。为了能正确地对

含缺陷的实际结构进行安全评定, 必须对结构进行三维变形的分析研究, 尤其要研究应力强度

因子沿厚度方向的分布规律。

目前考虑三维效应卓有成效的研究方法是有限元法。文[4, 6, 9 ]等都采用有限元法研究了

无限大板含穿透裂纹问题, 分析了裂纹尖端的应力应变场, 只要在裂纹尖端划分足够细致的网

格, 人们总是可以获得较为精确的结果, 但是上述诸位作者的工作主要是面向无限大板的, 谈

不上有多少工程实用价值, 而工程中各种结构的尺度应当是有限的, 这种结构往往又相当复

杂。尽管目前计算机技术已相当发达, 用有限元进行结构分析所能划分的网格数量仍受到很大

的限制, 在裂纹尖端不可能划分足够细致的网格, 这当然是很粗糙的。因此探索有效的裂纹分

析方法具有重要的工程实用价值。

有限元的精度取决于位移模式逼近真实变形的能力, 上述有限元法之所以要划分大量单

元, 主要是位移模式离真实变形相去太远。因此如果能提高位移模式的精度, 就能把稠密的网

格降下来。在这方面柳春图研究员提出的局部2整体法取得了很好的效果。作为局部分析, 首先

致力于寻找三维裂纹体的裂纹尖端应力应变场, 为整体分析提供良好的力学基础。此时平面断
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裂分析中一整套成熟的计算方法, 诸如能量法、边界配置法、摄动法、有限元法等都可以推广到

三维裂纹体的断裂分析中去。以此为位移模式构造特殊单元代替通常三维有限元分析中裂纹

尖端附近的稠密网格, 因而大幅度降低了自由度。同时由于特殊元采用了高阶模式, 较精确地

描述了裂纹尖端附近的变形状态, 可以进一步提高精度。文中将以局部2整体法为基础研究含

穿透裂纹的有限平板裂纹问题, 结果令人满意。

2　有限结构的局部2整体分析

211　局部分析　从基本L 2N 方程出发来寻求问题的解, 对L 2N 方程

Gu i, j j + (Κ+ G ) u j , j i = 0　　 ( i, j = 1, 2, 3) (1)

其中G 为剪切模量, Κ为拉梅常数。对函数 F i ( (x , y , z ) 若:

ý 2ý 2F i = 0　　　 ( i = 1, 2, 3)

则: u i = F i, j j -
1

2 (1 - Μ) F j , j i (2)

是L 2N 方程的解。参考薛昌明关于无限大板解的形式, 假设 F i 具有如下形式:
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显然 (3) 式是双调和函数, 因此有:
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　　令n = 0, 1, 2, 3⋯代入 (4) 就可得各阶位移的表达式, 进而由虎克定律可得应力的表达式

(见附录) 以此作为裂纹尖端应力应变场的渐近展开式。(在随后的数值算例中 n 取 5)

212　有限元的实施 (整体分析)

21211　三维高阶奇异元刚度矩阵的产生 　 对于裂纹尖端应力应变场的渐近表达式, 取各系
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数A n ,B n , C n 表达式中的系数作为广义位移。这样广义位移列向量为 (a00, a01, b00, b01, c00, c01,

⋯an0, an1, bn0, bn1, cn0, cn1) , 可以把位移表示成矩阵形式:

u = U Α (5)

　　其中U 为 3 × (6n + 1) 阶矩阵, Α为广义位移列向量。同样可以把应力表示成矩阵的形

式: 　　　　　　　　　　　　　　　　　Ρ = P Α (6)

　　其中 Ρ = {Ρx , Ρy , Ρz , Σx y , Σuz , Σz x } 则由虎克定律可得应变列向量:

Ε= cõ Ρ = cõ P õ Ρ (7)

其中 C =
1
E

1 - Μ - Μ

- Μ 1 - Μ 0
- Μ - Μ 1

2 (1 + Μ)

0 2 (1 + Μ)

2 (1 + Μ)

Ε= {Εx , Εy , Εz , Εx y , Εy z , Εz x }c 为柔度矩阵

于是以广义位移列向量 Α表示的单元刚度矩阵可以写为:

KΑ = ∫v
P

T
cP dv (8)

21212　奇异元与常规元的过渡 　 以上求得了以广义位移列向量表示的单元刚度矩阵, 作为

局部分析到此为止。为把奇异元刚度矩阵送到有限元总体刚度矩阵中去以便求解, 必须寻求广

义位移和单元结点位移之间的关系。

首先, 令奇异元和常规元在公共节点上的位移相等

(uvw ) = U Α (9)

　　再令 Σx y , Σy z 在裂纹面上的积分为零, 即:

∫
5 v

Σx y ds = 0　　　∫
5 v

Σy z ds = 0 (10)

把两式结合起来, 用最小二乘原理求解, 可得:

Α= T u (T 为过渡矩阵) (11)

　　由此可得以公共节点位移表示的奇异元刚度矩阵:

K = TT KΑT (12)

　　这样就可以把 K 送入总体刚度矩阵进行求解, 得到U 后可通过 Α= T u 获得广义位移列

向量, 进而得到裂纹尖端应力应变场。

3　数值算例

311　角点奇异性

在裂纹与自由表面相交的附近区域, 应力应变场存在着不同于内部的奇异性。可以称之为

角点奇异应力应变场。一般来讲奇异性的阶数小于 015。按照传统的应力强度因子的定义该区

域的应力强因子将为零。在角点区域应当引进角点应力强度因子的概念。令角点应力强度因子

为 K com er
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K co rner = L im
r→0

(Ρy õ rΚ)

　　其中 Κ为角点区域应力应变场奇异性的阶数, 在裂纹附近区域将有:

K 0 + K 1 r = Ρy õ rΚ

若取三个采样点代入上式就可得到所求结果如图 1 示 (p 为无量纲应力强度因子, Μ为泊松比)

上述结果显示出角点奇异性依赖于材料的泊松比。随着泊松比的增大, 角点奇异性不断减小。

角点区域的奇异性小于内部区域。应当指出, 从结构安全的角度出发, 可不考虑角点区域影响。

A. Bakef [9 ] 的研究也表明角点区域计算结果的精确与否对内部区域计算结果的影响很小。

图 1　角点应力强度因子与泊松比的关系　　　图 2　含裂纹有限结构　　　　　图 3　表层单元的影响

312　有限尺寸结构的研究

(以含中心穿透裂纹的有限结构为例, 如图 2)。

31211　表层单元的影响　同无限大板一样, 有限结构同样存在角点奇异区, 奇异性要比结构

内部小, 从工程角度出发对这一区域可不必考虑。现考查角点区域对计算内部应力强度因子的

影响。为此, 取沿厚度方向单元的大小如下:

1　 (0. 75h , 0. 19h , 0. 06h ) ; 　2　 (0. 67h , 0. 22h , 0. 11h ) ; 　3　 (0. 80h , 0. 16h , 0. 04h )。

结果如图 3 所示。可见表层单元的不同对计算结果是有很大影响的, 为精确计算表层应力

强度因子应当把表层单元划分小一些, 网格要密一些, 但是表层单元计算结果的精确程度不影

响内部单元结果的精确度, 而且表面附近的应力强度因子比内部要小, 因此只要内部结果满足

精度需要, 对表层单元可适当放松要求。

31212　结构厚度的影响　为考查结构厚度的影响, 取四种不同的结构厚度进行比较, 结构尺

寸为

1　 (höa = 0. 5) ; 　2　 (höa = 1. 0) ; 　3　 (höa = 1. 5) ; 　4　 (höa = 2. 0)。

结果如图 4。可以看出厚度对应力强度因子的影响还是挺显著的, 如果结构的其它尺寸不

变随着厚度的增加, 结构中部的无量纲应力强度因子逐渐减小。这也是预料之中的, 因为结构

越厚, 结构中部的变形越接近平面变形状态。而且较厚的结构在表面具有较大的应力强度因

子。

31213　结构长度度的影响　取两种不同长度的结构来进行考查。可见, 如果结构的其它尺寸

不变, 结构越长, 无量纲应力强度因子越小, 这也是预料之中的, 因为结构越长, 结构中的变形

越接近平面变形状态。
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图 4　结构厚度的影响 图 5　结构长度的影响

4　结　论

1)　将局部 2整体分析方法用于三维有限体的断裂分析中, 给出了含穿透裂纹结构裂尖应力

应变场的一般解, 它们类似于平面问题中的W illam s 展开式的作用, 揭示了裂纹尖端附近的力

学性质, 为三维断裂分析提供了良好的基础。平面问题中的一整套成熟的分析方法都可以移植

到三维断裂分析中去。在裂纹尖端应力应变场展开式的基础构造了三维高阶奇异元, 用有限元

进行整体分析, 由于在裂纹尖端附近采用了更精确的位移模式, 提高了计算的精度 (一般在

5% 以内)。局部 2整体分析方法是一种简捷有效而又不失准性的方法, 很有推广价值。

2)　以含中心穿透裂纹结构为例对有限大结构进行了分析研究, 与无限大板的有限元结果进

行了比较, 探讨了有限结构的有限尺寸效应。本文讨论了结构厚度对应力强度因子的影响。结

果表明在结构其它尺寸不变的情况下, 结构越厚无量纲应力强度因子越小。本文讨论了结构长

度对应力强度因子的影响。结果表明在结构其它尺不变的情况下, 结构越长无量纲应力强度因

子越小。

3)　细致地讨论了无限大结构裂纹与自由表面相交处的奇异性问题, 结果表明角点区域的奇

异性与材料的泊松比有关, 泊松比越大奇异性越小。

4)　结果表明表层及角点处的结果精确与否对内部影响很小, 实际计算时可放松表层及角点

处的精度。
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附录　裂纹尖端应力应变场的渐近展开式
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Analyz ing M odel I Crack Problem s of F in ite Structures
Based on L oca l-Global Analytica l M ethod

F eng J inhu i　L iu Chun tu
( Institu te of M echanics, Ch inese A cadem y of Sciences Beijing 100080)

Abstract

T h is paper ana lyzes the m ode I crack p rob lem s of fin ite st ructu res based on the loca l2
globa l ana lyt ica l m ethod. T he asym p to t ic exp ression, a k ind of h igh pow er singu lar elem en t

is con structed. It takes p lace of the crack th ick m esh of u sua l f in ite elem en t. T he size effect

of fin ite st ructu re has been analyzed. T he structu re th ickness and length effect on stress in2
ten sity facto r have been analyzed in deta il.

Keywords: loca l2globa l ana lyt ica l m ethod, f in ite st ructu re, th rough th ickness crack.
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