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摘 要 无网格法具有许多独特的优点
,

因此有人认为无网格法将成为继有限元法之后新一代的数值方法 到目

前为止
,

已提出了不下十几种无网格法
,

这些无网格法各有不同的优缺点 本文评述几种主要无网格法 着重应用

于固体力学中的基于弱式的无网格法
。

将它们适当地分类
,

论述典型的无网格形状函数的构造方法
,

介绍无网格法

的发展现状
,

评价己提出无网格法的优缺点
,

并比较典型无网格法的相同和不同点
,

以及讨论无网格法发展所面临

的问题等 最后就无网格法的发展趋势进行了展望

关键词 无网格法
,

形状函数
,

弱形式
,

固体力学

引 言

为了模拟现代工程系统中的复杂的物理现象
,

电子计算机 已经成为必不可少的分析和模拟工具

以计算机为基础 的数值方法在现代工程分析和模拟

中己经起着举足轻重的作用 自 世纪 年代提

出了有限元法以来
,

有限元法已经成为工程分析和计

算中的不可缺少的最重要的工具之一 目前人们 已经

成功地开发了大量的有限元商业软件包
,

并在工程分

析中得到了广泛的应用 有限元最显著的特点之一是

使用预先定义好的网格将一个无限 自由度的连续体

离散成有限 自由度的单元集合
,

从而使获得一个复

杂问题的近似解成为可能 有限元法有很多优点
,

这

些优点在很多出版物中已经有了很多详细的论述
,

本文就不再详述了 然而
,

正是由于使用了网格使得

有限元法在求解一些工程问题时变得相对困难 归纳

起来
,

有限元方法的弱点主要体现在 这里指的是纯

型的有限元方法
,

不包括 方法
,

它

们有不同的优缺点

首先
,

在应用有限元分析一个问题时
,

很多人

力都用在网格的划分上 真正用于分析计算的

时间一般较短 在人力越来越昂贵
,

而 费用越来

越便宜的今天
,

这一问题显得越来越突出 其次
,

有

限元采用 了分片连续的形状函数
,

并且形状函数的阶

次较低
,

使得有限元所求得的应力精度相对较低
,

因

此在有限元应用中需要复杂和费时的后处理过程

再次
,

尽管 已经发展了很多有限元 自适应分析的方

法
,

但有限元真正实现 自适应分析仍存在很多技术

上的困难
,

尤其对三维问题

有限元在处理一些复杂的问题时会遇到困

难 这些问题主要包括 极度大变形问题 动态裂纹扩

展问题 高速冲击及几何畸变问题 材料裂变问题

金属材料成型问题 多相变问题等等 用有限元分析

这些问题时
,

由于巨大的网格畸变或单元分裂等造成

有限元求解的困难甚至导致求解的失败 为了解决这

些问题
,

往往在有限元计算中不断地进行有限网格重

新划分
,

然而
,

这样不但大大地增加了计算时间
,

而

且对于有些问题单单重新划分网格并不能完全解决

问题

仔细分析后发现
,

有限元的这些缺点源 自于它使

用了事先定义的网格 要想彻底解决有限元所面临的

这些问题
,

就应避免应用固定的网格 因此
,

近年来

无网格法的思想被提了出来
,

并得到了迅速地发展

目前
,

有关无网格法的研究已成为计算力学领域中最

热点的研究方向之一
实际上早在 多年前研究人员就已经开始了无

网格法的研究 最早的无网格法之一是光滑质点水动

力学法 坤
, ,

是由
‘ 和 等 于 年率先提出的

,

并

被大量地应用于天体物理学的研究中 不过
,

直到
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世纪 年代初
,

无网格法并没有突破性的发展也没

有得到足够的重视 年美国的 教授

在修正了所谓的模糊单元法 ,
〔 的基础上提出了自由单元

。 ,

法 闺 以后
,

无网格法才得到了

突飞猛进的发展

那么
,

什么叫无网格法呢 无网格法 或称为 自

由网格法 是在对于一个问题域建立离散的系统方程

时不用事先定义好的网格的一种数值方法 无网格法

的最低要求是 至少在进行场量近似时不需要事先定

义好的网格 而一个理想的无网格法在求解一个问题

的全过程中都不需要事先定义好的网格 包括场量近

似和数值积分 按这一要求
,

目前已提出的很多无网

格法并不是真正理想的无网格法 例如
,

法在

进行场量近似时不需要网格
,

而为了得到弱式所需的

数值积分
,

需要一种所谓的
“

背景网格
” ,

尽管这一背

景网格和场点无关
,

但仍需事先定义

由于在无网格法中不再使用相互联结的单元来

离散问题域
,

上面所提到的在有限元分析中由于使用

单元而引起的问题 自然得到解决 和有限元相比
,

无

网格法的优点包括 不需要网格 容易构造高阶形状

函数 容易进行 自适应分析 能够解决一些传统数值

方法很难解决的问题 例如
,

如无网格法 已经成功地

应用于大变形问题 阮
,

金属成型问题 川
,

动态裂纹

扩展问题 一‘ ,

高速冲击问题 “
, ‘ ,

穿透问题 ‘ ,

岩土工程
, ‘ 等 当然无网格法也存在计算量大

,

效率低等很多缺点 有关无网格法优缺点的详细讨论

详见第 部分

目前
,

有关无网格法的文章迅速增加
,

每年也

举行很多和无网格法相关的国际会议及讲座
,

己提

出的无 网格法 已不 下十几种之多 除 了有关无网

格法的文章外
,

几本有关无网格法的专著也相继出

版 ‘ , ‘ 一 ”

对于 目前的无网格法有不同的分类方法
,

如根据

使用的无网格形状函数的不同来分类 根据使用的计

算模型来分类 叭根据域内离散与否来分类 类似与

和 的分类 等等 根据无网格法所使用的

计算模型不同
,

无网格法可分为 大类 基于

配点的无网格法 基于弱式 主要是各种

弱式 的无网格法 基于积分弱式和配点结合的

无网格法
,

本文 目的在于评述几种主要的无网格法 论述典

型的无网格形状函数的构造方法 介绍无网格法的发

展现状 评价已提出无网格法的优缺点
,

并对几种典

型无网格法进行比较 讨论无网格法发展所面临的问

题等 最后指出无网格法的发展趋势

在回顾各种无网格法发展之前
,

我们先讨论一下

在无网格法中最基本
,

又是最核心的问题 无网格法

形状函数的构造

无网格形状函数构造法

任何一种求解偏微分方程的数值方法
,

都需要

通过某种近似方法将无限维的问题转化为有限维的

问题
,

使得问题的解
,

可以用有限个参数来表征 如

有限级数的系数
,

解在有限个给定点 节点 上的值

或加权平均值等 而后通过偏微分方程和边界及初始

条件 强形式 或变分方程和相关条件 弱形式 来确

定这些参数 通常问题的解 试司 都可以通过这些有

限个参数 。‘ 近似地表示为

。 、 二“

回 一
艺

。、从回

从 哟 一般称之为插值函数或形状函数 对于有限元

方法
,

形状函数满足 函数性质
,

也

就是

从 二 占、。

这 一关系的存在使得有限元方法对 一些问题 的

处理 如对本质边界条件的处理 变得简单
,

这也是

有限元方法的优点之一 早期的无网格方法的形状函

数往往是不满足这一关系的 为克服早期无网格方法

的弱点
,

进行了大量的研究工作

在无网格法的发展和研究中
,

如何成功地构造无

网格形状函数是我们所面临的核心问题一个理想的

无网格形状函数构造法应满足如下条件

应适用于任意分布的场点 —不规则点的

适应性 这样才能适用于工程中的复杂问题的分析

应基于局部近似 应用局部点进行近似 —局部性 这样才能产生 一个带状的矩阵
,

提高求解效

率
,

适于计算大型的问题

所构造的形状函数应满足一定的再生性和协

调性的要求 —再生性和协调性 这是保证无网格

法收敛的重要条件

应有较高的计算效率 —高效性

最好具有 函数性质 这一性

质可使无网格法容易精确地满足本质边界条件

近年来
,

研究人员先后提出了儿种无网格形状函

数构造法 这些方法一般仅可满足上面所述的部分要

求
,

到 目前为止还没有一种满足上面所有要求的理想

的构造方法 己有的无网格形状函数的构造法可分成

大类

有限积分表示法

在此方法中
,

一个场函数 司 的近似值可应用

积分形式来表示

, ·
卜关

了‘,谛一‘, ‘



式中 为 函数 或权函数
,

也称为光滑函

数
光滑质点水动力学 法 , 和再生核质点

法
,

耽
属于这一方法

形状函数构造法是于 年提出的 在

中
,

一个场函数 可哟 在一点的近似值可以表示

为
““ ‘ 一

九
二 “ ‘ ‘ 一 唁

,

“ ‘

式中几 是光滑域
,

为光滑域长度 在这一形式中
,

核 函数起着非常大的作用 〕

仔细研究了 函数应该满足的条件
,

更详细的

讨论可见有关无网格法的专著
,

常用的核函数

包括 指数函数和各种样条函数等 有关常用的核函

数的讨论可见文章
,

构造法的主要缺点是 形状函数不满足

函数性质
,

另外离散的 形状函

数很难保证一致性的要求 因此美国的 引入

了所谓的窗口 函数修正了传统的 形式
,

使其满

足所需要阶次的一致性
,

这就是所谓的再生核质点法

在 中
,

场函数 。 二 在一点的近似

值表示为

·“ 仍 , 一

五
二 · ‘, 一‘,命一‘

,

“ , ‘ ,

式中 二 ,

动 是修正函数
,

它可通过满足所需要的一

致性条件来构造 有关
,

动 的详细构造方法可参
见文献

,

还先后发展出了一些变种形

式
,

如 基于小波分析的伸缩尺度平移及多分辨率等

特点的多尺度再生核质点法 降 一“ 和小

波质点法
,

另外还有基于移动最小二乘法的再生

核法 等
然而和 形状函数类似

,

形状函数

具有较低的近似精度和不满足 函数

性质等缺点
,

这使得以 和 为基础的无

网格法精度较低和施加边界条件需特殊处理

有限函数序列法

在此方法中
,

一个场函数可用如下形式表示

二 。 二 哟 十 ⋯

式中 为插值系数
,

叫 为基函数 移动最小
二乘法

, , ‘ ,

点插值法
, , ,

〕
,

单位分解

法
,

和
一

云法 〔 等均

属于这一方法

移动最小二乘法
和 在进行曲面拟合

, ‘

时推广了标准的最小二乘形式提出了移动最小二乘

法 在移动最小二乘法中一个场函数 可哟 在

一点的近似值可以表示为

二 二 一 艺 , , 二 , 二 一 , 二 二

二

这里 叫哟 是完备的多项式基函数向量
,

司 是插

值系数向量
,

。 是基函数的项数 例如在二维问题

中若取线性基函数
,

则 。
,

哟 通过使得加权

最小二乘的误差最小来求得

一 艺命 二 一 二 匡 二 二 一 。 ,

乞

式中 是用于插值的场点数
,

且 二 是权函

数 这里应该强调的是
,

司 也是插值点的函数
,

它随插值点的移动而变化
,

这一点和标准的最小二乘

形式有所不同
,

这就是所谓
“

移动
”

的由来
,

也是使

形状函数能满足相容性要求 的

主要原因 呻

移动最小二乘法的最大优点是应用较低阶的基

函数 如线性基函数 通过选取适当权函数来获得具

有较高连续性和相容性的形状函数 其主要缺点是

形状函数不满足 函数性质
,

这

增加了处理边界条件的困难

点插值法

点插值法是最古老的插值方法之一
,

实际上有限

元应用的就是点插值
,

只不过其插值是在特定的单元

内进行的 无网格点插值
, ,

叫 可写为如下形式

、 二 一 艺 , 、 二 、一 二 。

这里 哟 是基函数向量
,

是插值系数向量
,

是用于插值的场点数 基函数项数和插值场点数在

中是一致的 这里的 是插值常数
,

只要用于

插值的场点确定后
,

它不随插值点的移动而变化
,

这

一点和移动最小二乘法有所不同

到 目前为止 中应用 了两种基函数
,

一是普

通的多项式
,

另一种是径向基函数
,

应用多项式基函数
,

插值形式简单
,

并且对
于规则分布的场点的插值具有较高的精度 瞬 但若

所选多项式基函数和所选的插值场点不匹配的话
,

多

项式点插值的矩阵可能产生病态或奇异 为了解决这
一问题

,

先后提出了一系列方法
,

如随机移点法
,

局部坐标变换法 ‘” ,

和基于矩阵运算的矩阵三角化

法
,

狄 〔
,

等 尽管这些方法可基本上解决多项式 的插值

奇异性问题
,

但它们仍在技术上存在或多或少的不足

之处 因此
,

插值的奇异性问题仍限制了多项式

的应用



径向基函数 是一组仅以距离为 自变量的

特殊基函数 已成功地应用于地质分析中

具有对任意分布场点的插值稳定的优点
,

有效

地解决了多项式插值中所存在的奇异性问题 另外
,

很容易地从二维推广到三维 因其 自变量仅为

距离
,

因此
,

在构造无网格 形状函数中

越来越受到重视
,

常用 的

包括
一

函数
,

函数
,

薄板样条
,

函数
,

紧支的径向
基函数 ‘ ,

等 有关这些函数的特性已有

了很多研究结果 ”一 ‘ 由于 所具有的优点
,

插值将是一种很有发展前景的无网格形状函数

构造法

除了上述的点插值法外
,

还提出了其它几种
形式

,

如加权的点插值 〕 和 点插值

法 呻 等 其中 剑 等证明了 点插值法实

际上是基于径 向基函数插值的另外一种表达形式
,

他们构造的形状函数的形式完全相同

为了比较 和 形状函数的不同
,

图

给出了一维 和 应用多项式和 的形

状函数及其导数的例子 从图 中可以发现
,

形状函数不具有 函数性质
,

与此相

反
,

形状函数具有 函数性质

和 相比
,

形状函数及其导数更加光滑

此外
,

和 相比近似精度一般较低且需要

较多的场点进行近似
,

这一点已应用曲面拟合进行了

详细的比较和分析

不过
,

形状函数由于没有使用权函数
,

很

难 自动保证全域的相容性 以 为了克服这一缺点
,

因此提出了加约束的弱形式 〔‘ 这里应再次强调
,

形状函数可通过选取适当的权函数来保证其全

域的相容性

——多项式

一一 卫
一一 一

一

——多项式

一一 妇旦
一一 一 尸

一一门

一
一曰︸八曰一曰﹂一住

一一毛

图 无网格形状函数及其导数

除了 和 外
,

其它属于有限函数序列无

网格形状函数的构造法还包括 单位分解法 〔
,

如
一

云法 勺
一

泌
,

叫 等 这类方法给出一种构

造满足单位分解形状函数的方式
,

从而也揭示了一些

无网格形状函数间的内在联系 如
,

可组成单

位分解函数应用于 法和 如
一

云法中

有限微分表示法

在此类方法中
,

一个场函数应用如下泰勒级数展

开的形式表示为

综上所述
,

尽管到 目前为止 已经提出了多种无网

格形状函数构造法
,

它们各有其优缺点
,

可以说到 目

前为止还没有找到一个十全十美的方法 在实际计算

中常用的方法包括
, , ,

等

可以说
,

寻找一个有效
,

稳定和精确的理想的无网格

形状函数构造法仍是无网格法发展中的重点之一
,

并且在这一领域还需要我们作大量的研究工作

目前已提出的无网格法

二 二 。 ‘ 二 二 一

而
“ 二 。 二 一 。

有限插分法中应用的就是此种方法 有限点法
,

就是属于这一方法的无网格

形状函数构造法

基于配点 的无网格法

所谓配点方法就是直接离散微分 或偏微分 方

程 的一类数值方法 它的历史要比基于积分弱式的

无网格法要长的多 这些方法包括 无网格
法 泌 ,

,

基于任意网格 的差分法 〕
,

有限点法
, 一

云法 如
一 ,

和各种形式的



无网格配点法 法 一

基于配点的无网格法具有形式简单
,

易于应用

和编程的优点 另外由于在此类方法中一般没有积

分
,

使得这类方法不但计算效率高也可彻底摆脱对

网格的依赖 然而这类方法在稳定性和精度上都比

不过基于积分弱式的无网格法

另外
,

在这类方法中较难处理边界条件 特别是

导数边界条件 为了解决这一问题
,

先后提出了一

些改进的配点法
,

如基于 插值的配点法
,

基于最小二乘的配点法 呻 等 有关基于配点的无网

格法的讨论可详见相应的出版物
,

如文

在通常的分类中
,

光滑质点流体动力学法

也被归为基于强式 配点 的无 网格法 实

际上
,

在某种意义上也是一种基于弱式的方

法
,

只不过其弱化过程是在场量及其导数的近似

时进行的
,

这一点和通常的基于弱式的方法不同 通

常的基于弱式的方法是在得到离散的系统方程时进

行弱化的 在本文中
,

我们仍将 归于基于强式

的无网格法中

作为较早提出的一种无网格法
,

光滑质点流体

动力学法 的主要思想是认为任何一个连续系

统可离散为一系列的任意分布的质点
,

所有有关这

一系统的量 物理 的或数值的 都认为集中于这些

质点上 起初 被大量用于天体物理 和流力

学有关的研究领域 例如对二元星和恒星爆炸的模
拟

, ,

对弹性流的模拟
,

对重力流的模拟
,

和对热传导的模拟 呻 等 近年来
,

被大量地应

用于用一些传统的数值方法很难解决的问题的模拟

中
,

如高速冲击问题 “
, ‘ ,

高速爆炸问题
,

一 ,

和穿透问题 , 等

的缺点包括张力不稳定问题
, ”, ,

不

能保证插值的一致性
,

零能模式和难于处理本质边

界条件 等 研究人员 已经提出了一系列改进措

施 腾 一 和其同事
,

引进了窗口函数对 进

行了改进并提出了 法
,

在此基础

上提出了基于配点的再生核质点法 并用于

微机械电子系统 的分析和模拟中 目前
,

已

有一些商业软件包括了 解题器
,

如

和
一

年美国的 教授在修正了 的基

础上发表了一篇重要的文章 ’ 在此文章中提出了

自由单元伽辽金
,

法 从

法提出后
,

基于弱式的无网格法的研究才真正

蓬勃开展起来
,

这体现在先后提出多种无网格法
,

出

现了大量的有关无网格法的论文和报告
,

例如 回顾

和总结性文章 ‘ ,

一 ‘ ,

几期杂志特刊
, ,

先后出

版了几本有关无网格法的专著
, ‘ 等

,

并且举行多

次有关无网格法的国际会议和研讨会 下面讨论几种

典型的基于弱式的无网格法

基于全域伽辽金弱式的无网格法

类似于有限元法
,

此类无网格法中获得离散方程

一般应用 方法 通过对原控制方程的弱形式

实施 过程
,

然后应用无网格形状函数进行离

散 这里着重介绍 法
,

无网格点插值法
,

和

法

法
以二维弹性静力学为例

,

法应用如下标准

的 弱形式

五“ 二 ” , 口 一

五
‘

·

“

左
‘ ’

·

‘ 刃 一

基于积分弱式 的无网格法

和基于配点的无网格法相比
,

基于弱式的无网格

法发展得要晚得多 年 。 等在他的文

章中第一次将移动最小二乘 近似和伽辽金弱

式结合起来提出了所谓模糊单元法
,

在 方法中
,

节点的布置和有

限元中的一样
,

然而其形状函数的建立是基于

不过在其推导中
,

在对形状函数导数项的处理中有一

些不合理的地方
,

从而限制了 的进一步发展

这里 是微分算子 应用 在局部插值域 几

如图 所示 内构造无网格形状函数从而建立离散

方程 由于弱形式的积分是基于整个问题域 口 的
,

因此需要一个全域的
“

背景网格
”

进行数值积分 如

图 这一积分网格在理论上是独立于场点的

法首先被应用于求解弹性力学 问题
,

结

果发现 法比有限元法具有更好的精度和收敛
性 阵 另外

,

法对于点的分布不敏感
,

对

于任意分布的乱点仍可获得较好的计算精度 昨 因

此
,

法被大量的应用在计算力学 尤其固体力

学 中 在已发表的研究结果中
,

法已经成功
地应用于二维 陈叫 和三维 昨

,

州 线性或非线性固

体力学问题
,

裂纹扩展问题 一 ,

一 梁
,

板
, ,

壳结构
,

和 电磁场问题 【
,

等非常

广泛的领域

法主要缺点包括 应用本质边界条件困难

和计算效率低 应用本质边界条件困难的原因是因

为 形状函数没有 函数性质

目前
,

已提出了一些在 中应用本质边界条件数

值技术
,

这些数值方法归纳起来包括 拉格朗日乘子

法
,

罚函数法
,

奇异值分解法
, ,

和约束

法 等 其中最有效也是最常用的是罚函数

法 较低的计算效率是因为使用了复杂的

近似和背景积分 为了提高 的计算效率
,

先后



提出了一些改进措施
,

如 点积分
, ,

加速

计算法 呻 等 不过
,

这些数值技术还是没能从根本

上解决 法所存在的问题

一一。一厂夏吧翌
口

厂二二于咨卜卜⋯⋯一厂厂厂厂一

才才厂一一
。。。。

。。

辱
⋯⋯⋯

一

⋯一一
与与一 劝

一
’’

侧侧侧侧侧侧侧侧侧侧又又又又又
’

一

只
一 一

了 间题上上
一一

、又又

闷闷
一 一

产产产产卜 , , “ 〕

插值域 口。

题域边界

乘再生核法 等 各种 法己成功
应用于结构动力学问题 即 〕

,

大变形分析 喊 〕
,

和 等的计算和模拟中 这方面的综述文章已

经很多 。‘ , ‘ ,

这里就不再仔细讨论了

基于局部伽辽金弱式的无网格法

基于全域伽辽金弱式的无网格法 如 法

需要用全域背景网格进行数值积分
, ,

这使得

此类方法不能完全摆脱对
“

网格
”

的依赖

等应用局部 伽辽金弱式于 年提出了无 网格

局部 伽辽金法
一 ,

, ’叫 的核心是对控制方程在一个

局部子域 风 图 所示 采用局部加权残值法 类似

于子域法

关而
, , , 了 。

,

“ 一 。 ‘

工才,

图 背景积分网格和 点的插值域

基于全域弱式的无网格法

无网格点插值法

无网格点插值法
,

其应用过程非常类似于 法
,

所不同的是
,

应用了点插值法 构造无网格形

状函数 和 形状函数相比
,

形状函数满足

函数性质
,

因此在 中应用本
质边界条件非常容易 阶 】 由于插值稳定性的原因

,

基于多项式 的 的应用比较有限
,

而基于

局部支撑径向基函数 的 无网格点插值
得到更广泛的应用 【

主要缺点包括 需要确定 的形状

参数和计算效率较低 另外
,

形状函数难于满
足全域的相容性条件 实际上不考虑相容性 不加约

束 的 仍具有很好的收敛性和精度 ,
,

因

此在实际计算中多不考虑全域的相容性 无网格点

插值法 已经成功地应用于二维弹性力学问题 阳 ,
,

弹塑性 材料非线性 问题
, ,

智能材料 压电材

料 阱 , 和土木工程问题中的地基问题 〔, ‘ 等领

域

尽管 目前为止的 的应用还没有 广

泛
,

但 具有精度高
,

处理边界条件简单
,

可

应用成熟的 技术和易于扩展到三维问题等优

点 因此
,

有一个很好的应用和发展前景

法

前面己提到了基于配点的 法
,

基于弱式
的 法 冲 得到了更广泛的应用 此外还陆续

提出了一些其它形式的 法 多尺度再生核质

点法
,

小波质点法 和移动最小二

这里 而 是所选择的权函数 方程 应用分步积

分后可进一步得到
一

弱式
,

然后应用

在局部插值域 几 上构造试探函数
,

从而使一

个需要在全域求解的问题简化为在各个子域上对局

部伽辽金方程的求解问题
,

从而避免了全域的数值

积分 如图 所示
,

只需要在局部子域 乌 进

行局部数值积分
,

局部域可以选择简单的形状并可

在计算中自动生成 如图中的圆形域或矩形域 因

此和 法相比
,

法大大地减小了对背景

积分网格的依赖 可以说
,

在无网格方面
,

法比 法朝我们理想的 目标迈进了一大步

—局部背景积分域 。。

一 点的插值域 岛

图 局部背景积分域和 点的插值域

基于局部弱式的无网格法

和他的研究组对 法作了进
一

步的

研究
,

等在其综述性的文章 中对

法进行系统的评价
,

并提出了适于 法的误差

分析法 ‘ 年和 年 等出版 了两

本有关 法的专著
, ‘ 然而

,

的应

用还远没有 那么广 到 目前为止
,

法



的应用主要集中在 求解二维势流问题 ‘ , 叫
,

二

维弹性问题
, ,

一维 阶薄或厚梁问题
, ,

薄板问题 【川
,

线性裂纹问题 “ , ‘ 】
,

流体力学问

题 ‘ ,

等
法的缺点包括 的

“

刚度阵
”

带

状但不对称 这是因为权函数和试探函数取 自不同的

空间和不对称的边界积分引起的 队 不对称的刚度

阵无疑将增加求解的难度和计算量 的另一

个缺点是
,

需要进行局部边界积分 尽管在

中大部分的边界积分可通过选用适当的权函

数消除掉 阶
,

但在问题域的边界上或附近
,

边界积

分是不可避免的
,

这将增加求解的难度和计算量
,

尤

其对于一些具有复杂边界 几何形状 的问题
,

局部

边界积分变得更难处理

另外两种局部无网格法是局部 点插值法
,

和局部径向点

插值法
,

, ,

“
,

“ 和 是基于

的思想并将点插值法和局部伽辽金弱式结合

起来而提出的 和 相 比
,

和

更易满足本质边界条件且有较好的精度和收敛性

这两种无网格局部点插值法
,

尤其是 已被成

功地应用于不同的问题求解中 “ ,‘ ,

如
,

二维
、

三

维弹性力学问题
, ,

“
,‘ ,

薄及厚梁结构 ‘ ,

不

可压缩流体问题 等

前面我们 已经提到了
,

形状函数不能 自动

满足全域相容性的要求
,

在基于全域弱式的无网格

中
,

这一问题将影响其的收敛性和精度 而

应用局部伽辽金弱式的无网格法不需要满足全域相

容性的要求 , 因此
,

应用 的局部无网格

法更能体现 的优点
,

因此也更有前途 当然

了
,

这还需要大量的后续研究工作

方程的数 目
,

使 计算效率变得很低 等

应用 替代 与边界积分方程结合提出了边

界型无网格点插值法 即
,

和
, ,‘ ‘ 在此方法中

,

由于

应用了满足 函数性质的 形状函

数
,

边界条件很容易处理
,

不需要任何额外方程
,

也

不需要增加系统方程的个数
,

因此大大提高了

和 的计算效率

基于广义变分原理的杂交边界积分方程是上个
世纪 年代末 年代初发展起来 一 ”

、

它的主

要优点是将产生一个对称的系数阵 杂交边界积分

方程也被用来发展边界型无网格法 呻‘ , ‘ 另外
,

基于局部边界积分方程的局部边界积分方程法

罗
,

也被提
了出来

,

并被应用于非线性问题 一 的求解中

基于边界积分方程的无网格法

边界元法 是计算力学中另一重要的数

值方法
,

它只需离散问题的边界
,

从而减少了网格

划分工作 然而
,

对于一个复杂的三维 问题
,

对其

复杂的表面进行网格离散仍是一项艰巨和复杂的任

务 因此
,

无网格的概念 自然也被引入到 中

等首先将 和传统的边界积分方程
相结合提出了第一个边界型无网格法 边

界点法
, ‘ 己

经被成功地应用于二维三维势问题 , 和弹性力

学问题 一 中

由于在 中应用了 形状函数
,

边界条

件很难满足 这一问题在边界型无网格法中显得更加

突出
,

因为在这类方法中往往需要处理更多的边界条

件 等提出了一种添加一组额外方程的

方法来满足边界条件
,

然而这一处理将增加系统

其它无网格法

以上回顾了几种典型的无网格法
,

近 多年来

提出了一系列无网格法
,

除了以上 已提到的无网格

法外
,

还有下列一些无网格法 美国学者 和他
的学生提出了 峪 云法 〔

,

该方法应用最小二乘

原理建立单位分解函数
,

应用 弱式建立离

散的模型
,

从而推导了一种适于 自适应分析的无网格
法 基于

一

云法的思想
,

应用配点法提

出了另外一种无网格 如
一

云法

日本 教授基于点积分的概念
,

提出了自
由网格法

, ‘ 的求

解是完全基于场点
,

对于每个场点自动形成一个局

部的三角形网格
,

然后进行节点积分 及

其同事成功地将 用于三维固体及流体问题
,

并将并行计算引入到计算中 侧

美国学者 和他的学生提出了单位分解
法 。 , ‘ ,

其核心思想是应用单

位分解函数建立无网格形状函数
,

然后应用弱式建立

离散方程

除此之外
,

无网格法还包括 点到点法
一 ‘ ‘ ,

有限覆盖法
, ‘ ,

有限球法
,

【‘ 等

基于积分弱式
一

配点结合的无网格法 无网格

弱强式法

前面分别介绍了基于强式 配点 和弱式的无网

格法 研究发现
,

基于配点的无网格法有以下优点

形式简单 计算效率高 不需要积分网

格
,

因此它们可称为真正的无网格法 然而
,

这类方法

的缺点也十分明显 这类方法精度较低
,

稳定性差
,

特别对于具有 导数 边界条件的偏微分

方程的求解就更加困难
,

而这种边界条件在固体力



学问题中大量存在 如应力边界条件就是

条件 造成这一问题的主要原因是基于配点的无网

格法处理应力边界条件时不能很好地控制误差
,

并容

易造成求解的不稳定性 因此
,

到目前为止
,

基于配

点的无网格法仍主要用于流体问题的求解中
,

而在固

体力学中的应用并不十分成功

与此相反
,

基于弱式的无网格法具有稳定性高和

精度好的优点 这类方法已经成功地应用于固体力学

问题的分析中 然而基于弱式的无网格法的缺点也十

分明显
,

它一般需要背景网格 全域或局部的 进行

数值积分
,

严格意义上讲它们并不是真正 的无网格

法 另外
,

基于弱式的无网格法的计算量比较大
,

这

主要由积分和插值所引起

因此
,

自然就会提出如下问题 既然这两类方法

各有优缺点
,

能否将它们结合起来 基于配点和局部

弱式的无网格法有如下本质联系

这两类方法的应用流程基本相同
,

都是基于

场点来组装系统方程的 冰 〕

如果在基于局部弱式的无网格法中应用具有

函数性质的权函数
,

其将退化为基于配点

的无网格法

在基于配点的无网格法中
,

其计算误差和计

算的不稳定性主要由导数边界条件引起
,

与此相反
,

导数边界条件在基于局部弱式的无网格法中很容易

处理

由于在导数边界上的场点相对较少
,

在基于

局部弱式的无网格法中的大量计算时间花费在对内

部场点和本质边界上的场点的数值积分上

基于 以上特性
,

最近提 出了一种基于弱

式
一

配点结合的无网格法 简称为无网格弱强式法
,

一 ,

【
,

如图 所示
,

一个问题域由任意分布的场点来

离散 在 中
,

如果一个场点位于问题域内或本

质边界上
,

应用配点法建立系统方程 如果一场点位

于 或非常接近 导数边界上
,

应用局部弱式建立系
统方程 然后应用前面已经介绍的无网格形状函数的

构造法 或 构造形状函数
,

从而得到离

散的系统方程

这里
,

应该强调的是
,

只对位于 或非常接近 导

数边界边界上的场点进行局部积分
,

从而完全避免了

问题域内或本质边界上场点的数值积分
,

因此可节省

大量的计算时间

已经应用于求解二维弹性力学问题 “王 和

不可压缩流体问题 ‘叫
,

都取得了令人满意的成果

并且发现 和相应的基于局部弱式的无网格法

相比具有较高的计算效率
,

并且具有较高的精度和稳

定性

总之
,

法中应用了配点和局部积分弱式

相结合的思想
,

使得 法同时兼有形式简单和计

算效率高的无网格配点法的优点
,

及精度高和稳定性

好的无网格弱式法的优点 不过
,

由于 才提出

不久
,

还有许多技术问题有待进一步解决
,

例如如何

进一步提高其稳定性
,

如何提高其 收敛性 尤其应

用 时
,

应用 解决复杂的问题等 这需要

更多的研究工作

图 中的局部背景积分域 仇 和局部插值域 口。

无网格法和其它方法的藕合法

和传统的 或 相比
,

无网格法存在计

算量大效率低的缺点 实际上对于很多问题应用无网

格法和其他成熟的方法祸合求解将大大地提高计算

效率 如在一个大的连续体上的小裂纹扩展问题
,

若只将无网格法应用于包含裂纹的一个小区域来发

挥无网格法的优势
,

而其它大部分区域应用 或

是非常有效的 因此无网格法和其他方法的祸

合法也相应地发展了起来

首先发展的祸合法是 法和 或

的祸合 由于在 中应用 了 形状函数
,

使

祸合交界面上的位移连续条件不能 自动满足 因此为

了克服这一困难
,

提出了两种解决方案

应用祸合区修正的形状函数

在与祸合面相邻的 区内布置一层祸合区
,

祸合区划分成有限元单元 祸合单元 在这一祸合区

内应用如下修正的形状函数 “一

么

一 二 叭 二

尺 二 ,

或 二 ,

劣 任

劣 任

祸合区

纯无网格区

这里 少 是修正的形状函数
,

少 是 形状函数
,

是 形状函数
,

是所谓的跳跃函数 通过

应用这一修正的形状函数
,

使得 的形状函数在

祸合 面上满足 函数性质
,

从而满足

祸合交界面上的位移连续条件



这种应用修正形状函数的方法简单实用
,

但是这

种祸合法也有缺点
,

在从纯 区到祸合区的过渡

时
,

修正形状函数的导数不连续
,

另外需要祸合单元

也不同程度地增加了网格划分工作

应用拉格朗 日乘子法

应用拉格朗 日乘子法得到祸合交界面上位移连

续条件的泛函项 冲

领域
,

例如
,

应用于纳米级多尺度
一

问

题 ‘ 一‘ ,

细胞渗透 ‘ ,

血液流动 ‘ ,

生物微电子

系统
一 ‘ 一‘ 等 当然无网格法在这些

领域的应用中还有很多不成熟和有待提高的地方
,

但可以预见
,

无网格法在这些领域的应用中将大有

作为

场 一

人
人

, 间
, , 一 砂 ,

“梦’厂 一

人
“尹 厂

几 占

然后将方程 中的泛函项加到相应的 或杂

交 的泛函中得到祸合方程
,

祸合交界面上的位

移连续条件从而得以满足 这种方法的优点是
,

不用

划分祸合单元
,

并保持了 形状函数的较高的连

续性

应用上述的两种方法
,

先后提出了 和

祸合法
,

‘ ,

和 及杂交 祸

合法 州
,

和无网格杂交边界点插值法的祸

合 冲“ ,‘咧 等
,

另外
,

其它无网格法也被用来和

或 进行祸合
,

如 和 或 的祸
合法 ‘

等

无网格法的实际应用

在经历了一段时间的发展后
,

目前无网格法研

究的重点之一是应用无网格法解决实际的工程与科

学问题 无网格法 目前主要应用于如下几个领域

传统的计算力学领域 很长的一段时间
,

大

量有关无网格法的研究工作主要集中在这方面 前面

几节 已经详细介绍 这方面应用的 目的主要是通过

和其它方法的比较来探讨无网格法的性质 然而这类

应用并不能真正体现无网格法特有的优势

一些传统方法不 易解决 的特殊 问题 这
类应用主要包括 大变形 问题 , 叭 裂纹扩展 问

题 ‘ ‘一‘ 接触问题
,

高速冲击问题 ‘ , ‘

高速爆炸问题 ”一 材料裂变问题 阵 金属材料

成型问题 卜
,

穿透问题 巨 等 对于这些问题

的应用真正体现了无网格法较之传统方法所具有的

优势

应用于一些新兴 的工程和科学领域 近年

来
,

随着科学技术的发展
,

出现了一些诸如生命科

学
,

微尺度
,

纳米技术等热点研究领域 在这些问题

中
,

经常涉及到强非线性
,

超大变形
,

多尺度结合
,

多场祸合等 这无疑对数值模拟方法提出了更大 的

挑战
,

以有限元和有限差分为代表的传统的数值方法

很难胜任 而无网格法在这些领域越来越显示出其优

势
,

因此最近几年来无网格法越来越多地应用于这些

无网格法的评价及未来发展方向

经过短短 多年的时间
,

无网格法象雨后春笋

一般蓬勃发展起来 目前 已经成为计算力学领域的

热点话题之一 仔细算来
,

已经提出的无网格法不下

十几种 上面已介绍一些典型的方法
,

总结起来
,

到

目前为止比较成熟的无网格法包括
, ,

, , ,

等 为 了比较起见
,

表 中列出了几种典型的无网格法 由表 可见
,

无网格法的区别主要来 自两个方面 选用不同形状函

数构造法和选用不同计算模型 这些无网格方法各有

优缺点 这一点在上面已经有所讨论 总结起来无网

格法的共同优点包括

不需要网格 至少函数近似不需要网格
,

大

大减少了有限元法中单元划分工作的负担

容易构造高阶形状函数
,

这不但有利于提高

精度
,

也减少了后处理的工作量

能够解决一些传统数值方法很难解决的问

题
,

如超大变形问题
,

裂纹扩展问题
,

高速冲击问题

等

容易进行 自适应分析

在诸如生命科学
,

纳米技术等新兴研究领域

显示了其特有的优点

然而
,

由于无网格法是刚刚发展起来的一类新的

数值方法
,

在其发展中仍存在着这样或那样的问题

尽管已经提出了一系列无网格法
,

应该说还没有一个

象有限元那样占统治地位的无网格方法
,

概括起来
,

目前无网格法的缺点和不足包括

缺少坚实的理论基础和严格的数学证明 有

限元之所以得以巨大发展
,

是由于其有坚实的理论

基础 尽管有限元的一些理论仍适用于无网格法
,

但

需要更多适合无网格法的理论基础和严格的数学证

明
,

如其收敛性
,

一致性
,

误差分析等

无网格法一般计算量大
,

效率低 大的计算

量是因为复杂的无网格插值和较大的带宽引起的

无网格法在给我们带来不用网格的自由的同

时
,

也引入了一些未确定的参数
,

如插值域的大小
,

背

景积分域的大小等 目前为止还没有确定这些参数的

理论方法
,

一般是对这些参数应用数值试探的方法给

出一个合理的范围
,

而这一范围往往又和问题有关

对于无网格解决复杂的工程与科学问题的研

究不够



没有成熟的无网格法商用软件包 这大大限

制了无网格法的实际应用和推广
尽管无网格法发展很快

,

但在其成为真正实用的

有效的数值分析工具前
,

仍有很长的一段路要走 未

来的研究方向概括起来包括

开展有关无网格法理论方面的研究
,

尤其需

要数学界学者的参与 力争给出无网格法的理论基

础
,

并针对其收敛性等给出严格的数学证明 同时
,

对于无网格法中的一些参数也应进行理论研究
,

力争

给出比较严格的参数确定方法

继续寻找理想的无网格形状函数的构造方

法 无网格法成败的关键之一就是需要一个有效的

无网格形状函数的构造方法 目前比较常用的几种方

法
,

如
, , ,

等各有不足之处
,

应

继续开发一种理想的无网格形状函数的构造方法

继续发展理想的无网格法 象上面所讨论

的
,

目前己发展的无网格法各有其优缺点
,

仍需发展

更加有效的无网格法

提高无网格法的计算效率 计算效率低是无

网格法的一个普遍缺点
,

应进行有关提高其计算效率

的研究
,

如应用并行计算等已有的大规模计算的技术

等

开展应用无网格法进行实际工程问题分析的

研究 目前有关无网格法的研究以纯学术研究为主
,

无网格法所解决的问题大多数为较简单的问题 因

此
,

无网格法的发展迫切需要推向实际应用 近年来

一个值得关注的趋势是
,

无网格法被越来越多地应用

于一些新兴领域
,

如纳米分析
,

生命科学等领域 由于

在这些领域中
,

传统的数值方法将部分或完全失效
,

因此无网格法在这些领域将会有很大的发展潜力

开发无网格法商用软件包 有限元的成功应

用得益于 目前市场上推出的的大量的有限元商业软

件包
,

如
,

等 而 目前还没有无

网格法的商用软件包 等首次开发了一个

二维弹性力学的软件包 ”,

, ,
,

然而这一

软件包以教学为 目的
,

距离实用还有一大段距离 因

此开发无网格法商用软件包 已成了无网格法发展中

的当务之急

表 几种典型的无网格法的比较

方法 形状函数构造法 计算模型 积分 应用领域

配点 无积分 天体物理
,

流体
,

高速冲击等

修正 配点或弱式 无积分 固体
,

流体
,

大变形等

全域 弱式 全域背景积分网格 固体等

径向基函数为基的点插值 全域 弱式 全域背景积分网格 固体等

局部 弱式 局部背景积分域 固体
,

流体等

边界积分方程 全域边界背景积分网格 固体等

径向基函数为基的点插值 边界积分方程 全域边界背景积分网格 固体等

或 配点和弱式结合 基本无积分 固体
,

流体等

结 语

作为一种新兴的数值方法
,

无网格法越来越受

到理论界和工程界的重视 有人甚至认为无网格法

将成为继有限元法以后新一代数值方法 得出这一

结论的原因是因无网格法所具有的独特的优点 但

我们认为
,

无网格法完全取代以有限元为代表的现

有方法是不大可能的
,

至少在近期还不现实 目前比

较可行的作法是无网格法可作为传统方法的有益补

充
,

不过无网格法前景却非常乐观

尽管
,

无网格法 已经成功的应用于解决部分传

统数值方法难以解决的复杂问题
,

然而
,

由于无网格

法历史较短
,

理论新
,

在其发展道路上仍有许多鱼待

解决的技术和理论问题 这些问题不单单表现在不太
成熟的理论上

,

就数值实现方面
,

无网格法仍有诸多

问题需要解决
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