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摘 　要 　简要讨论了 80 年代发现的以先驱孤立波和非传播孤立波为代表的流体力学中的强迫孤

立波. 介绍了这些孤立波产生的方法、力学模型、控制方程、研究现状及有待解决的问题.
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孤立波最早在流体力学中被观察到. 大约 150 年以前 , Russell 首先观察到了这种奇妙的

现象. 尽管当时还不为学者权威所承认 , 但后来得到了人们广泛的注意和关心. 在五六十年

代 , 由于发现了孤立波的一些特殊性质 , 如两个孤立波相互作用后仍然保持其原来的形状和速

度不变 , 只改变其相位等 , 出现过孤立波研究热. 在发现逆散射方法后 , 孤立波的数学问题基

本上解决了.

由于在流体力学中最早直观地观察到了孤立波 , 也由于在流体力学中产生 KdV 孤立波的

方法很简单 , 只要在直水槽的一端推一下水体就会有一个孤立的波向前传播 , 传播到一定距离

之后 , 这个孤立的波就会发展成为孤立波. 所以可以这样说 : 流体力学是孤立波的发源地.

在流体力学中可以找到各种各样的发展方程所对应的孤立波. 众所周知 , KdV 孤立波是

浅水长波的一种 , 而在分层流体中 , 只要层深和密度满足条件 , 就可产生修正的 KdV 方程

(m KdV) 孤立波. 深水长波中人们可以找到非线性 Schrodinger 方程 (NL S 方程) 描述的波包

孤立子. 若地面地形在垂直于一维 KdV 孤立波传播方向有缓慢变化时 , 该孤立波的演化服从

所谓 KP 方程. 旋转流体中 , 孤立波服从修正的 KP 方程.

80 年代以来 , 一类新型的孤立波相继在流体力学中引起人们的注意. 这就是所谓的强迫

孤立波. 这种孤立波的形成比原先 KdV 孤立波要复杂一些. 它们的共同点是 : 它们的形成离

不开各种各样的强迫运动. 一旦强迫运动停止 , 这些孤立波就消失了. 所谓“非传播孤立波”

(non - propagating soliton or standing soliton) ,“先驱孤立波” (precursor soliton) 就是它们的代

表. 尽管有一部分学者认为 : 这不是经典意义的色散与非线性平衡的孤立波 , 但不管怎么说 ,

至少这是一种与孤立波相联系的非线性现象. 按文献上的传统说法 , 作者把它们统称为“强迫

孤立波”.

下面分别介绍这些孤立波.

1 　先驱孤立波

我们研究船舶在静水中的匀速运动. 船在航行时 , 在水面有水波出现. 一般地说 , 波浪都
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在紧贴船头的地方及其后方 , 形成特殊的船波及尾迹. 这已是大家熟知的常识了. 在深水区 ,

这种楔形波的半顶角为 19128°. 在有限深水区 , 这半顶角随 Froude 数 F = U gh ( U 为船舶

航行速度 , h 为水深 , g 为重力加速度) 而变化. 当 F →1 时 , 半顶角趋于 90°, 即形成几乎垂

直于轴线的波峰. 通常情况 , F < 1 , 所以见到的都是楔形的船波 , 且在船的前方没有波浪.

图 1

早在 1935 年 , 在有限宽度有限深度的渠道中 , 就已经观察到了以定常速度前进的船可以

向前方发射传播速度大于船速的水波. 但由于各方面的原因没有引起应有的注意. 1982 年

Huang[1 ]等人做了船舶在跨临界区域 ( F ∆ 1 ) 运动引起的非线性长波的实验. Wu 和 Wu[2 ]用

运动的表面压力分布代替船的运动 , 或用底部障碍物的运动作为强迫运动的源做了二维的数值

计算 , 他们都发现了船舶或地面障碍物的速度在 gh 附近时 , 可以向上游周期地发射孤立波

(如图 1) . 这样 , 在 F ∆ 1 时 , 对于一个定常的流体力学系统的响应可以是非定常的 , 可以有

明显的时间周期分量 , 而在二维运动的其它情况却不是这样. 当 F > Fc > 1 时 , 在障碍物的
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上方有二个定常的孤立波解. 当 F = Fc (按分叉理论 , 称为转向点 (turning point) ) 时 , 这二

个孤立波解变为一个孤立波 , 当 F < FL < 1 时 , 下游有唯一的驻定椭圆余弦波解 , 而上游则

没有波 , 当 F = FL (称为截断点 cutoff point) 时 , 这种椭圆余弦波解变作一个定常的水落 , 而

只有当 FL < F < Fc 时 , 才有这种复杂的非定常的如图 1 所示的运动出现. 在运动的底部障碍

物上面的前方周期地生成孤立波并且向上游传播 , 而紧邻它的是一个压水区. 在压水区中 , 水

面基本上是平坦的且比静水面要低 , 其面积越来越大 , 以平衡向上游不断发射出的孤立波. 后

面则是一个尾波区 , 这里传播的是椭圆余弦波 , 其平均水面保持不变. 在这种系统里微弱的色

散 , 弱的非线性 , 强迫力所作的功 , 向上游传播的孤立波 , 它们彼此平衡. 以保持系统的能量

守恒. 从船舶在狭长水池中的运动来说 , 这种定常运动不但引出非定常的响应 , 而且使三维运

动在上游出现了二维的响应.

在分层流体中也发现了类似先驱孤立波的现象[3 ,4 ] .

国内最早独立展开这方面研究的是广州中山大学的孙明光教授. 他在拖曳水池中进行船模

实验时发现并报道了这类现象[5 ] . 而国际上最早研究这种孤立波的 WuD. M. [2 ]就是哈尔滨船

舶工程学院的吴德铭教授. 清华大学的朱锦琳[6 ]在吴耀祖教授的指导下研究了分层流体中的

先驱孤立波. 最近青岛海洋大学的徐肇廷[7 ]与加拿大 Alberta 大学的沈善甫博士合作 , 对两层

流体中的先驱孤立波进行了较为细致的研究. 求得了孤立波发射的周期、波阻等重要的参量.

Wu 和 Wu[2 ]用平面的二维 Boussinesq 类型的方程研究了先驱孤立波.

　　　　　ζt + [ ( h +ζ) u ] x = - ht (1)

　　　　　u t + uu x + gζx =
- 1
ρ Pax +

1
2

h[ ht + ( hu) x ] xt -
1
6

h2 u x xt + O (αε,ε2) (2)

其中 , 下标 x , t 为相应的偏微商 , x , t 分别为水平坐标和时间 , g 为重力加速度 ,ζ = ζ( x , t)

是自由表面的升高 , z = - h ( x , t) = - h0 + b ( x , t) 是底面方程 , b ( x , t) 是底面的地形变化 ,

h0 为常数 , u ( x , t) 为 x 方向的速度 ,ρ为流体密度 , Pa ( x , t) 是作用在自由面上的任意给定的

压力. 上述广义的 Boussinesq 模型对弱非线性色散的长波成立 , 即

α =
a
h

ν 1 ,ε =
h0

λat　 of f
2

ν 1 ,α = O (ε)

其中 , a 为波幅 ,λ为波长. 而且模型要求 Pa ( x , t) 和 b ( x , t) 为缓变函数 , 即

| hx | ,
ht

C0
,

Pax

ρg
, 　

| Pat |
ρgC0

Φ O (αε1/ 2) (3)

其中 ,

C0 = gh0 (4)

　　除了用数值模拟以外 , 广义的Boussinesq 模型还是太复杂. 因此很多研究者应用强迫 KdV

方程的模型 (f KdV) . 当然必须对扰动加以限制 , 使其只是单方向的运动 , 即

Pa = Pa ( x + U t) , 　b = b ( x + Ut) (5)

把ζ和 u 按小参数展开 , 从 (1) 和 (2) 可得一阶量和二阶量应满足的方程 , 再从二阶量的可

解性条件得到 f KdV 方程
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这里我们已经假定了 U
C0

= 1 + O (ε) , 且 Pa = O (ε2) , b = (ε2) , 这比 (3) 的要求更强 , 扰动更

小.

在数学上来说 , 如果没有强迫项 , 那么 (6) 就是经典的 KdV 方程 , 是完全可积的. 但有

了强迫项 (或者说非齐次项) 之后 , f KdV 方程是否可积不知道 , 方程 (6) 的解的唯一性已

经由 Wu[8 ]给出. 目前 (6) 的解只能靠数值计算或摄动法求得. 从 (6) 可知 , 表面压力与地

面地形改变完全对等 , 可以替换. 这也与 (2) 略有不同 , 在广义的 Boussinesq 模型中这两个

因素还不是完全一样. (6) 的初始条件分别为

ζ( x ,0) = - h0 P( x ,0) , u ( x ,0) = 0 　对于表面压力运动

ζ( x ,0) = 0 , u ( x ,0) = 0 　对于底面地形运动
不但　　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　 　　　　 　　 　　 　　 　　 　 　　　 　　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　 　　　 　　 　　 　　　　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　　　 　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　 　　　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 底 , 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　

中 , 　　 　　　 　　 　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 (x t　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　 　　　 　　 　　　 　 　　　 　 　　 　　　　 　 　　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　 　　　　 　 　　　 　　 　　　 　　 　　 　　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　　　 　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　　　 　　 　　　 　 　　　 　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　　
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对于下游 , 由强迫力提供的尾波列能量的增长有

　　　　　　　　
d ET

w

d t
= (1 - h1) 3 =

1
2
α　 在

3

(17)

　　　　　　CD
s

=
1
2

�CD
w

(18)

即尾波列的波阻为总波阻的一半. 所以 , 只要知道了孤立波幅值或者压水区的自由液面的高

度 , 流体力学中人们关心的许多量 , 如发射孤立波的周期 Ts , 波阻 , 压水区的流体速度 , 波

列中第一个波的零点的速度都可以求得了.

在 Wu 的质量能量的考虑中 , 没有把强迫项与压水区的水的水位联系起来. 压水区的水深

或孤立波的高度等需预先给定才能确定各个物理量 , 所以无法进行预报. 最近 , 徐肇廷等人[7 ]

详细研究了二层流体中 f KdV 方程及先驱孤立波 , 他们得到了较好的结果 . 他们利用上游区

的平均 f KdV 方程

m 2 �ηv + m 3 �η�ηv + m 4 �ηvvv =
1
2

Pv (19)

对于 P = 2 pδ(θ) 的情况 , 他们得到渐近的半水落Γ表示的平均波阻系数

�CD
w

=
- 2
3

m 3

m 1
Γ3 (20)

其中

Γ = (3 p2/ 4 m 3 m 4) 1/ 3 (21)

因此 , 给定强迫强度之后 , 即可预报平均波阻及孤立波发射周期等. 他们把理论结果与数值计

算结果进行了比较 , 符合很好.

最近 Casciola 和 Landrini[12 ]用精确的边界元方法研究了移动压力扰动产生的非线性长波.

他们把 KdV 模型 , Boussinesq 模型和完全非线性模型的结果作了比较. 当强迫项较小时 , 所

有结果与渐近理论吻合. 但当强迫项较大时 , KdV 模型由于略去了不同波之间的相互作用而

与别的模型出现差异. 当色散增强时 Boussinesq 模型与完全非线性模型也会出现不同. 对于 F

→1 的临界情况 , 三个模型在量上也有差别. 当强迫项超过依赖于位相差的某一个阈值时 , 与

实验结果一样 , 在第一个尾波的波峰和第一个先驱孤立波波峰处出现波的破碎.

Wu[8 ]求得了方程 (6) 的定常的孤立波解

　　　ζs = ∑
N

n = 1
ansech2 nkx (22)

　　　P = 2 ∑
2 N

n = 1

bnsech2 nkx (23a)

　　　bn = Fnan + k2 B nan - 1 -
3
4 ∑

n - 1

m = 1
am an - m ( n = 1 ,2 , ⋯ , N + 1) (23b)

　　　bn = -
3
4 ∑

N

m = n - N

am an - m ( n = N + 2 , ⋯ ,2 N ) (23c)

　　　Fn = ( F - 1) -
2
3

k2 n2 (23d)
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　　　B n =
1
3

( n - 1) (2 n - 1) (23e)

这组解包含 N + 2 个参数 ( F , k , a1 , ⋯ , an) , 且只能是确定波形后再求出强迫项. 因而是一

个逆问题的解. 这中间有三组最简单的 N = 1 的解值得注意.

(1) 无强迫项的解

ζs = asech2 kx , a =
4
3

k2 , b1 = F1 a = 0 , b2 = 0 , F1 = 0 , F = 1 +
1
2

a , P = 0 (24)

这正是大家熟悉的 KdV 孤立波.

(2) 强迫项为一项的解 I

ζs1 = asech2 kx , a =
4
3

k2 , b1 = F1 a , b2 = 0 , F1 = ( F - 1) -
2
3

k2 , P = 2 b1sech2 kx

(25)　　 (3) 强迫项为一项的解 II

ζs1 = asech2 kx , b1 = F1 a = 0 , F1 = 0 , b2 = a k2 -
3
4

a2)
, P = 2 b2sech4 kx (26)

Wu 还对这种定常孤立波的稳定性作了数值实验 , 发现其是稳定的. 即以定常孤立波为初值 ,

它是可以维持的 ; 而当初值为零即扰动为定常孤立波的负值时 , 计算结果与通常的数值结果一

样.

目前对先驱孤立波知之还不很多 , 一般还只停留在数值模拟阶段 , 很多问题还不了解.

如 : 向上游周期的辐射孤立波的机理是什么 ? 产生这种现象的参数界限是什么 ? 向上游辐射的

孤立波形是什么 ? 是否是严格意义下的孤立波 ? 波高及周期又如何确定等等. 尽管有一些问题

(如波高 , 周期) 已有一些答案 , 但这是在各种近似假设下求得的 , 需要普遍化. 随着船舶速

度的提高 , 对其阻力的了解更具有实际的意义.

2 　非传播孤立波

顾名思义 , 非传播孤立波是不传播的. 这与通常的孤立波不一样 , 通常的孤立波都是传播

的. 它于 1984 年由南京大学赴美的访问学者吴君汝博士发现并加以报道[13 ] . 取一个长约 20

～ 30 cm 宽约 2 ～ 3 cm 的狭长水槽 , 注入约 2 ～ 3 cm 深的水 , 放在振动台上 , 以约 2 倍于液

体固有振动频率及适当的振幅振动 , 就可以看到槽中形成的非传播孤立波. 由于它不是行进

波 , 为保持它的形状 , 它在横向是振荡的. 理论和实验都证明了圆环形、X形、Y形等各种形

状的槽子 , 只要它是狭长的 , 就可以产生非传播孤立波. 事实上非传播孤立波是一种 Faraday

共振问题 , 即把一个盛有液体的容器放在一个振动的平台上研究液体自由表面的图案. 它们的

区别主要表现在非传播孤立波出现在狭长的容器中 , 而长宽尺寸为同一量级的容器中出现的是

各种波动图案 , 且往往与混沌相联系. 1990 年还报道了非传播的纽结孤立波[14 ] , 它具有双曲

正切的形状 , 在原点附近像一个纽转的结 , 并因此而得名.

非传播孤立波有许多奇异的性质. 每个孤立波可以整体地在槽内推动 ; 当两个同相位 (指

横向振动的相位) 的孤立波相互靠近到较近的距离后 , 两个孤立波还相互吸引、重叠、分离 ,

然后又相互吸引 , 周而复始的继续下去. 在这个过程中 , 非传播孤立波始终保持它们各自的形

状不变. 两个异相的孤立波则互不相干 , 没有这种吸引现象. 假如水槽中的深度不是常数 , 那

么非传播孤立波会向液体较浅的一方移动.

从水波的基本方程 ¨ «= 0 出发 , 再加上边界条件 , 可得波面的一阶解

η1 =
ωi

g (1 +σ)
[ A ( Z + Y) - c1c ] (27)
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其中ω2 = gk T (1 +σ) , T = tanh kh ,σ = αk2/ (ρg) ,α为液体表面张力系数 ,ρ为液体密度 ,

b 为槽宽 , k = π/ b , Z = exp (i ( ky - ωt) , Y = exp [ - i ( ky +ωt) ] , x , y 分别为窄长槽的长

度和宽度方向 , c. c 表示前项的复共轭. 注意 , 一阶解中不含 x , A 是缓变量 x 1 , x 2 , t1 , t2 的

函数. 这里我们还认为强迫共振频率之半与本征频率之差为小量 , 即ω0 - ω = ε2ω2 .

从三阶一次的可解性条件得到[15 ]

2ωω2 A + 2ωi A t2
+
ωω′

k
A x1 x2

+υ| A | 2 A +
ω2 r

2 (1 +σ)
A 3 = 0 (28)

其中 3 号表示复共轭 ,ω′= dω/ d k > 0 , r = 4ω2
0 a/ε2 g , a 为强迫振动振幅 , 2ω0 为强迫振动

频率

　　　　υ =
k4

2
( T2 - 1) (9 - T2) +σ(3 - T2) ( T2 - 7)

T2 - σ(3 - T2)
+

9σT2

1 +σ, 计　　　 　　　　 　　　　　 　　 　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 孤立波

(29)

当σ = 0 时

υ =
k4

2
[6 T4 - 5 T2 + 16 - 9 T - 2 ] (30)

(30) 式当 kh = 11022 时 ,υ = 0 . (28) 式即为非传播孤立波的基本方程.

除了横向谐波的快变因子外 , 非传播孤立波不随时间而变. 因此 , 方程 (28) 的解取决于

υ > 0 还是υ < 0 . υ > 0 时 , (28) 式有 sech 形状的孤立波解

εA = i
4
υ ( k Tω2

0 a - ωω0 +ω2) sech 2 k
ωω′

( k Tω2
0 a - ωω0 +ω2) x现在　 孤立波 (31)

由 (31) 式知 : 激励波幅越大波高越高 , 但波宽却越小.

当υ < 0 时 , 方程 (28) 有纽结孤立波解

εA =
- 2
υ (ωω0 - ω2 + k Tω2

0 a) tanh k
ωω′

(ωω0 - ω2 + k Tω2
0 a) x立波　 相干 , (32)

　　表面张力对非传播孤立波的影响集中表现在方程 (28) 立方项的系数υ中 , 按 (29) 式 ,

可在 kh 和σ的参数平面上找出υ > 0 和υ < 0 的区域 , 在υ > 0 时 , 实验证实可以产生 (31)

所示的孤立波 , 但在υ < 0 的区域除了 kh Φ 1 的部分以外 , 实验中不能产生 (32) 所示的纽

结孤立波 , 反之对于 kh Φ 1 的区域实验中都能产生纽结孤立波. 为解决这个矛盾 , 缪国庆[16 ]

等人计算了表面张力的势能 , 结果发现仅为表面位移势能的 5 % , 因而是高阶量. 而 (28) ,

(29) 式是把表面张力当作一阶量而推出来的 , 因而需要重新考虑. 把表面张力与振动激励当

作同阶量之后 , 分析结果表明[17 ] , 张力的影响只是把 (28) 式的第一项修正为 (2ωω2 -

σω2) , 而υ由 (30) 式决定. 这样的结果可以解释纽结孤立波与双曲正割形的孤立波的产生

区域 , 可以解释实验中关于表面张力的一些结论[18 ] : 表面张力越大 , 振幅越大 , 且波形变窄.

但仍然不能解释表面张力大到一定程度非线性孤立波就不能产生.

用一组被实验证实可以产生非传播孤立波的参数 , 以方程 (28) 的孤立波解作为初始条

件 , 进行方程 (28) 的数值模拟 , 发现孤立波不再保持[19 ] . 这就是说方程 (28) 的孤立波解

是不稳定的. 事实上 , 方程 (28) 的共轭项代表振动激励 , 表示不断有能量加入. 当然如果没

有能量的耗散 , 其波幅就会不断增长. 为此必须如文献 [20 ] 那样 , 在方程 (28) 中引入耗散
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项 iαA , 然后才能得到稳定的解[21 ] . 但遗憾的是物理上事先无法确定该系数α . 事实上 ,α不

仅与液体的粘性摩擦及浸润有关 , 还与非传播孤立波的个数及波高有关. 因而是一个十分复杂

的问题. 当然人们可以用实验测得的波高与数值模拟计算出的波高进行比较来确定α , 但这

是否行得通还有待实际的检验. 究竟α用什么值可以得到稳定的解 , 这样得到的稳定解与α

的值有没有关系 , 物理上如何才能确定 , 这些依然是一个有待解决的问题.

方程 (28) 除了有 (31) , (32) 形式上的解之外 , 理论上还可以有如下的解

εA =
4
υ (ω2 - ωω0 - k Tω2

0 a) sech 2 k
ωω′

(ω2 - ωω0 - k Tω2
0 a) xt2 (33)

εA = i -
2
υ(ωω0 - ω2 - k Tω2

0 a) th k
ωω′

(ωω0 - ω2 - k Tω2
0 a) x4 (34)

这些解显示了波高随强迫振动的振幅的增加而减少 , 这与实验显然不符. 在数值模拟中发现 ,

(33) , (34) 是不稳定的.

两个孤立波的相互作用是最吸引人的课题. 其过程和作用模式十分复杂 , 它们可以是两个

孤立波变为一个孤立波再变为三个孤立波再变为两个孤立波 , 还可以是更复杂的状态. 尽管已

经有了一些研究和数值模拟[22 ] , 但具体机理还需要进一步研究.

南京大学声学所以魏荣爵院士为首的课题组对非传播孤立波有系统的研究. 他们发现在周

期调制振动下 , 孤立波的波高有混沌现象[23 ,24 ] . 他们还发现在颗粒介质中和二层流体中也存

在非传播孤立波[25 ,26 ] . 颜家壬等人也对二层流体中的非传播孤立波进行了研究[27 ] .

最后还想提一下旋转流体中的孤立波. 这在考虑大尺度的大气和海洋的运动时是很有用

的. 旋转运动也是一种强迫运动. 它们的控制方程是所谓修正的 KP 方程

Aηt x + B (η2) x x + Cηx x x x + Dηz z + Eη = 0 (35)

该方程为 KdV 型的 , 参数 E 与旋转有关 , 如果 E = 0 (无旋转) , 即为二维 KdV 方程或 KP 方

程. 绕 z 轴旋转的流体中沿 x 轴传播的一维孤立波的波幅在 y 方向以指数衰减 , 波锋逐渐变为

弯曲. Grimshaw 指出方程 (35) 不存在永形波解[28 ] . 这一现象也值得研究.

流体力学是孤立波的发源地 , 实验相对比别的领域容易些. 而且已经发现的孤立波内容丰

富 , 各种类型的都有. 强迫孤立波是 80 年代发现的 , 还有很多问题有待解决.
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FORCED SOL ITON IN FL UID MECHANICS

Zhou Xianchu
Institute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing 100080 , China

Abstract 　Forced solitons in fluid mechanics representing by precursor solitons and nonpropagating
solitons found in the 1980s are briefly discussed in this paper. Production methods , mechanical mod2
els , governing equations , the - state - of - art and the problems to be solved on these solitons are
discussed.

Keywords 　forced soliton , precurcor soliton , nonpropagating soliton
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