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导电薄板内电流密度分布与反平面剪切的比拟
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摘要 定量分析电流密度在含裂纹载流薄板内的分布是当前利用电流热效应止裂技术中一个首先要解决

的问题 由于裂纹的存在
,

电流密度在裂尖形成带奇异性分布的高度密集 现有的分析方法往往比较复杂或局

限于特殊布置形式的裂纹 通过电流密度分布与弹性力学里反平面剪切问题的比拟
,

把分析含裂纹载流薄板内

电流密度的分布等效于考虑相应的 型裂纹问题
,

并比照 型裂纹的应力强度因子来定义电流密度因子

而对于裂纹问题的处理可采用分布位错法这一断裂力学里便利有效的分析手段 由给出的算例可见
,

所提出的

比拟解法可以方便精确地求解电流密度在裂尖附近的奇异分布
,

并有助于对这一奇异性在概念上的直观理解
,
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带电工作的机械构件在工程技术应用中 日趋广

泛
,

在对它们的设计分析以及安全可靠评估中
,

考

虑电磁力作用下的断裂性能越来越受到关注 当在

含裂纹的导电体内通入电流时
,

裂尖附近电流存在

明显的绕流和集中效应
,

并伴随焦耳效应产生大量

聚集于裂纹前缘附近的热量 利用这一 电磁热效应

来遏制裂纹扩展
,

白象忠等 取得了一定的成果

在这些研究中
,

一个首先要解决的问题是如何定量

分析裂尖处电流密度的奇异集中效应 现有的对这

一问题的分析手段往往比较复杂
,

或者只考虑特定
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式中 人
,

几 是电流密度的
,

分量
, 甲 为电导率

,

对于不受体力作用的反平面剪切问题
,

位移与剪

应力分量满足
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式中
, 群 为薄板的剪切模量

当薄板内含有裂纹时
,

不失一般性
,

裂纹曲线可

由如下参数方程给出

、吸夕

、
了

入口一矛‘一
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‘
、

分布形式的裂纹 冈
,

而且这些求解方法也很难直观

揭示裂尖处电流密度分布的性质 本文通过一种比

拟的方法
,

把对电流密度的求解与反平面剪切 问题

联系起来 利用断裂力学广泛应用 的分布位错法
,

借由位错的基本解
,

便可以很方便地求解任意方式

分布的一个或多个裂纹问题

比拟解法是科学研究中重要的逻辑推理方法之

一 当两种不同物理现象间具有相同形式的数学模

型
,

并且两类物理量之间存在类似变化规律
,

这两

类不同的物理 问题往往存在着紧密的比拟关系 因

而其中一类事物己有的相关知识或较易通过实验测

量而获得的结果就可以推演到另一事物中 弹性理

论中柱体扭转与均匀受压薄膜之间的比拟就是一个

典型例子 通过这种比拟手段
,

可以更直观理解柱体

横截面上应力分布的大致情况 在本文的分析中
,

含裂纹载流薄板 内电流密度在裂尖的奇异性质可以

通过与 型裂纹的应力强度因子建立联系 从而就

可以利用断裂力学里现有知识和分析方法来考察裂

纹对电流分布的扰动效应
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式中
,

当 由 连续变到 时
,

裂纹上的点相应由

连续变到 任取裂纹上一点 ‘, 从 对应于参数

值 ‘ ,

假定曲线在该处的单位外法线 。 与 轴
,
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轴正向夹角的余弦是 。二 , 二 ,

设在裂纹处不导电
,

即沿裂纹面没有法向流动
牡

·
,

即

电流密度分布与反平面剪切问题的比拟

稳恒电流的势函数 到
,

功 满足调和方程
,

电流

密度矢量 与势函数的梯度成正 比 对于无体力作

用的反平面剪切 问题
,

唯一不为零的出平面位移分

量
,

功 也满足调和方程
,

应力张量 。 只剩下两

个不为零的剪应力分量 ‘
二 ,

肠
么 ,

并且也正比于位

移的梯度 如图 所示
,

在导电薄板所处的 二一
, 平

面上有

二
人 。 , 几 二

对于反平面剪切问题

面力为零
二 二二

由弹性力学知 裂纹面上

, , 二

对比所列的这些公式
,

不难看出上面两类不同物

理 问题所满足的数学微分方程的相似性 如果引入

如下的比拟关系

必 必
二一二

,
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即把电流势函数视为反平面问题中的出平面位

移分量的相反数
,

把电导率视为剪切模量
,

把电流

密度分量视为剪应力分量
,

则电流密度在平板 内的

分布和反平面剪切问题中剪应力分量的分布在数学

上便完全等价 从而对于分析带裂纹薄板内电流密

度的分布完全可以借助于断裂力学里关于 型裂

纹的分析结果
,

这样对平板内电流密度的分布方式

的理解就可以变得更加直观

由断裂力学里 型裂纹的基本知识可知
,

在无

限大平板内含有一长度为 的直裂纹
,

并在无穷远

处受到沿裂纹走向且大小为 几 的均布反平面剪切面

力作用时
,

应力在裂尖处奇异分布 这一奇异性通

过 型应力强度因子 工, 表征

图 电流密度问题与反平面剪切问题的比拟 、沪而
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由上面的比拟关系
,

可以推断当无限大导电平板 数

内同样含有一长度为 的裂纹
,

并在无穷远处沿垂

直于裂纹的方向通入大小为 的稳恒电流时
,

电流

密度在裂尖附近的分布也带有奇异性
,

可类似地定

义
“

电流密度因子
”

来表征
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这一定义方式可以与文献 相互参照

分布位错法简介

通过引入上述的比拟关系
,

这两种不同的研究领

域便可以关联起来 由于 型裂纹是断裂力学里

种基本裂纹形式之一
,

现有充分的研究方法和实验

资料可以利用 对带裂纹平板内电流密度的求解完

全可以借助断裂力学里常用的分布位错法来进行分

析 这一分析方法的最大优势是 一旦位错的基本

解可以确定
,

则对平板内含任意数量
、

任意分布方

式的裂纹可以通过类似格林函数的方法来列出基本

方程组 这些方程往往是带有柯西核的奇异积分方

程 盯 明
,

可由配点法进行数值计算 对分布位错法的详

细描述和具体运用可以参阅文献 叫
,

文献 介绍了

求解任意分布多裂纹的流程式解决方案 下面简单

说明一下该方法的基本步骤
,

并在下一节中提供一

个算例以助理解

分布位错法需要先求得位错的基本解 这里所说

的位错采用 定义形式
,

是弹性力学范畴

里的一种抽象 位错量表示了从位错核出发延伸到

无穷的位移跳跃
,

可由 矢量来标记 与反平面

剪切问题所对应的称为螺旋位错

位错的基本解是指所考虑问题在不计外力作用情况

下
,

当位错核位于 “
,

司处所引起的任意点
,

处

的应力分布 在断裂力学文献中
,

这一基本解通常

写成如下的形式

对于不同边界形状的平板
,

一旦上式获得
,

则分

布位错法其余的求解步骤基本一致
,

简述如下

首先分析不含裂纹平板的应力分布
,

即假定该平

板没有裂纹缺陷
,

求解出其受相同载荷作用下的应

力 对所考虑问题
,

这一步的解往往不难获得

在真实问题中
,

裂纹面上应该满足应力 自由这

一条件 现考察上面的解在裂纹面上的应力分布情

况
,

若所求得的应力并不消失
,

由于问题的线性性

质
,

则需要叠加上一个平板边界不受力并能导致在

裂纹面上有相反应力分布的修正解 这一修正解恰

好可以由上面的位错基本解通过叠加而获得

把裂纹等效视为由连续分布的位错的叠加
,

由这

些位错所造成的裂纹面上的应力分布可以通过对位

错的基本解 例如式 的积分获得 由这一解所

应达到的修正效果而列出积分形式的方程
,

并通过

精确求解或数值方法来计算位错分布的密度函数

最后 由求得的位错密度函数来计算相关的应力

强度因子
、

应力分布等等

应该指出
,

上面的分析方法可以推广到多裂纹或

斜裂纹中去
,

这时可能需要利用坐标的平移旋转等

变换 对裂纹问题中柯西形式的奇异积分方程进行

数值求解时
,

可以通过配点法来处理
,

但是对基本

函数形式的选取则需因所考虑的具体问题而异 譬

如上面的方法也同样适用求解表面裂纹
,

但这时候

进行配点法时所选的基本函数应体现裂纹的奇异性

质 这些内容在文献 ’, 都有详细论述
,
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哟 称为位错影响函

数 叫 文献 给出二维无限域的螺旋位错影响函

算例与讨论

考虑平板内含一个圆弧裂纹的例子 其电流密度

的原型问题见文献
,

相比拟的断裂力学问题如图

所示 文献 已给出这个问题 型应力强度因

子的解析解
,

当然可以直接利用其结果 下面用分

布位错法来求解断裂力学问题
,

并与解析解对 比

这些分析结果利用比拟关系便可以类推到电流密度

问题

当不含裂纹时
,

板内剪应力均匀分布 礼 而
,
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的求解可以利用配点法 作变量代换
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图 比拟的 型圆弧裂纹问题

礼
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考察在裂纹面上 沪处的面力

在配点上离散式
,

其中所包含的积分采用

点高斯
一

契 比雪夫求积公式计算
一

勿
,

可得
二子二 。于, 二 二 几 功

式中带波浪线的量表示不含裂纹问题的解

位错引起的于 二 梦的面力应该能抵消上面的

面力
,

故大小应该是 一几 价 为了方便列出位错所

导致面力的积分表达式
,

现先分析由任一点 劝

处位错引起 二 沪处应力情况
,

利用圆弧的参数方

程

、丁, 欠占玄一 石 少。
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毛
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式 离散为

艺“ 、 一

艺

上面两式中
,

积分点与配点分别选取如下

先将上式代入式 计算位错影响函数
,

再把结果

代入式 并化简

·‘

一 豁
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式
,

共包含 个代数方程
,

并共有

个未知量 侧凡 这些未知量表示 斑 于积分点 凡

处的函数值 求解得诸 斑凡 后
,

可利用 插

值公式求得其端点处函数值 浏士
,

具体表达式见文

献 通过渐近分析
,

本问题
,

两裂尖的 型

应力强度因子分别是

、、了声
,,

其所造成的裂纹面上的面力是

拼 二

叻一 必
口 。 一 “ 二 。 二二
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把裂纹视为连续分布
,

且分布密度函数为
二

的位错
,

利用第 类曲线积分
,

可以列出如下方程

尸
、
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弃 。 万一
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口 ,

一生二 。。。功

最后
,

除了裂纹之外
,

平板内的任意点 二 ,

幼处

的应力
,

即对应比拟问题中的电流密度分布
,

可以

由下式求得

。二“
,

, 一 二

器艺 , ·‘

乞二

上面积 分方程 中所 带 的 劝一 功
项 叫做 一 , ‘

核
,

可以经过代数变换转化为柯西核 对

本问题的定解还需附加净位错为零这一条件
,

其物

理意义是保证裂纹区域外的位移单值性

一 」 , 一 , 」“

艺口 ‘
·

业。。二 , ,
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对于裂纹上的点
,

式 只在配点 亡、所对应的位置

上成立 不同于那些只在裂尖附近满足的渐近表达

式
,

式 是平板全域内的解 注意到文献 只给

出隐式分析方法并且也没有提供电流密度分布的具

体计算结果
,

而本文方法的一个优点即在于能得出

电流密度分布的显式结果 此外
,

文献 网所给出的

解析解可用于衡量电流密度场在裂尖的奇异强度
,

并能得出裂尖附近的渐近解
,

但对于探讨平板内全

域的电流密度分布尚需进一步计算分析

在算例中取
,

编制计算机程序
,

计算

三 三
“ ,

型应力强度因子的数值结果与

解析解的对比如图 所示 本问题的解析解 是

时
, 兀品 一二石不石压

上式中负号表示裂纹在圆弧外侧沿 方向的位移大

于圆弧内侧处位移
,

相应于电流问题即圆弧内侧电

势高于圆弧外侧 在图 中
,

解析解及数值解结果

都通过除以因子 一几寸于豆而无量纲化 对比无量纲

值
,

发现本文数值结果可以精确到小数点后 位
,

误差极小
,

由此可见本数值解的精确度很高

解
,

由所给的算例知
,

本分析方法精确可靠并可应

用于非直线形式的裂纹 由于本方法不难推广到其

它更复杂裂纹形式的问题
,

借助断裂力学中大量现

有的知识
,

求解电流密度在带裂纹平板内的分布便

可变得更加方便易行
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