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摘!要!!本文利用数值摄动的思想发展了对流扩散 ";8#方程的摄动有限差分 "@58#$-%格式!局部线化可获得摄动准

确解 "@A,%#格式&把格式中的指数函数按网格雷诺数的幂级数展开!能够给出@A,%格式的各阶近似!即各阶@58格式&

本文构造了一维;8方程的@A,%及二阶@58格式以及二维;8方程的二阶@58格式!并利用二阶精度的 @58格式计算

了一维;8方程’方腔流动和前’后台阶绕流流动等算例&计算给出了准确度较高的数值结果&
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"!引言

随 着 计 算 机 的 高 速 发 展 和 计 算 经 验 的 不 断 积

累!计算流体力学取得了很大的进展!提出了众多的

高效数值方法"摄动有限差分方法#"$是思路不同于

熟知的紧致 差 分 方 法#-$的 一 种 高 精 度 紧 致 差 分 方

法"摄动有限差分方法的基本思想#"$是%微 商 用 直

接差分近似 &即一阶微商用一阶迎风或二阶中心差

分近似’二阶微商用二 阶 中 心 差 分 近 似(在 维 持 直

接差分结构形式和基点数不变的前提下!利用微分

方程本身的固有关系!即利用物理问题本身的性质

修正上下游基点 &!#"(物理量对中心基点物理量

的贡献来提高差分格式的精度"具体做法为%非微商

项 &包括微商系数和源项(摄动展开为步长的幂级

数!摄动展开幂级数中!"#&# $"!-(的系数为待

定!利用微分方程本身提供的关系!通过消除修正微

分方程的截断误差诸项即可求出它们!确定摄动展

开幂级数诸系数的同时得到摄动差分格式"摄动差

分方法用于对流扩散 &;8(方程!局部线化后得到

摄动准确数值解 &@A,%(格式!将其中的指数项按

网格雷诺数$%!" 的幂级数展开!可得到@A,8格式

的一阶!二阶!三 阶)@58 近 似 格 式"在 计 算 中 可

根 据 问 题 的 特 点 和 计 算 比 较 确 定 使 用 @A,% 或

@58格式"@A,%类似 于 有 限 分 析 格 式 &5!(#>!\$

和精确差分 &A8%(格式!它们都是指数型格式!但

@A,%格式存在明显的优点%使用基点数少!结构简

单!对一*二和三维!分别仅使用三*五和七个基点"
对较大的网格雷诺数!@A,%格 式 不 存 在 计 算 的 溢

出问题!且 @A,%及其各阶近似 @58 格 式 均 保 持

了迎 风 性 质!这 都 是 @A,% 格 式 与 其 同 类 格 式

&5!!A8%(相比!具有的显著优点"本文利用数值

摄动构造摄动有限差分格式的方法 &称 作 @58 方

法(推导一维;8方程摄动有限差分 &@58(格式!
将其推广并构造了二维问题的二阶@58格式’利用

一维;8方程和二维流动的算例数值地证实格式的

优良性能!说明摄动有限差分方法针对不同问题有

着灵活的处理办法"

-!一维对流扩散 !;8"方程的摄动有

限差分 !@58"格式与摄动准确数

值解!@A,%"格式

-("!一维;8方程

&"" ’(""" )* &"(

的一阶迎风差分格式为
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其 中#’NCHE&!%&’&+(!&*’*+("今把微商系数%&
和源项&* 加以修正!即把它们摄动展开为!" 的幂

级数
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其中的摄动系数&-!*-&-’"!-!/(等的推导可利

用对流扩散 &;8(方程 &"(本身所固有的递推关系
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由此可得到如下的摄动有限差分及其修正微分方程
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假定%&和&* 在 !"!+"""!)"#区间内为常数"即取局

部线化近似"求得
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把!##式代入!\#式经简单推导得到如下摄动精确数

值解 !@A,%#格式
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在固定"!!’!!"#且!").的极限下"@A,%格式

![#的 解 趋 向 线 化 ;8 方 程 !"#的 解"因 此 格 式

![#为精确数值解 格 式(该 格 式 使 用 三 基 点"具 有

系数矩阵无条件对角占优)迎风性)紧致性且保留了

一阶迎风格式的简洁结构形式"特别是它包含的指

数项均以&WJ!̂ 2%&!"2#的形式出现"因此不存在

常见指数型格式中存在的网格雷诺数大时出现数字

溢出的问题(值得指出*!"#式的中心差分格式在

2%&!"2*-时不具有 I)8性质"而由它经摄动得

到的@A,%格式 对 任 意 大 小 的2%&!"2值 均 具 有

I)8性质$"%(一维的结果已推广到二维 和 三 维 情

况"二维和三 维 @A,%格 式 同 样 具 有 上 述 优 点"且

分别使用五和七个基点(
将@A,%格式 ![#中 的 指 数 项 展 开 成 网 格 雷

诺数$!" 的幂级数"可得到 @A,%格式的各阶近似

格式"二阶精度的@58格式为

"
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对指数展开式保留的项数越多得到的 @58格式精

度越高"更高阶的 格 式 依 此 类 推(@A,%格 式 展 开

的各阶近似"即各阶@58格式"都具有迎风性"一阶

即通常的一阶迎风格式"二)三+阶 @58格式与常

见的二)三+阶精度迎风格式相比"具有基点数少"
在边界上无需降阶或作其它特殊处理的突出优点(
其它多基点格式及紧致格式 !实质上也是一种多基

点格式#"与导出对流扩散 !;8#方程的原始推导相

比均增添了新的物理内容和数学处理"在边界上要

么格式降阶"要么需要特殊的处理(另外"二阶精度

的@58格式还有一个独特的优点,不仅%&,"&*,的表

达式很简单"且即使在%& 和&* 为函数的条件下"二

阶@58格式仍不包含%& 和&* 的 导 数 项"因 此 非 线

性;8方程的%&,和&*,的表达式完全相同"可见二阶

精度@58格式包含了非线性效应的影响(本文在

计算中采用了二阶精度的@58格式"对一维和二维

非线性;8方程"均收到了良好的效果(

-(-!二维;8方程

利用一维的结果可以直接导出二维问题的摄动

有限差分 !@58#格式(下面是二维 ;8 方程二阶

摄动有限差分 !@58#格式的推导过程(对二维对

流扩散方程*
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首先把它分裂为
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其中&!(!和*是" 和3 的函数"运算中间量*4为

常数"在以 #"!"3!$为中心的离散单元上对"轴有

&#""3$’&#""3!$%*#""3$’*#""3!$%对3轴

有(#""3$’(#"!"3$%*#""3$’*#"!"3$&从

方程"-#K$和"-#Q$的一阶迎风差分格式出发"首

先分别得到各自的@58格式"然后将两者相加以消

去*4 项得到二维方程 #""$的 @58格式&由此得

到二维方程的二阶摄动有限差分格式为’
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其中
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/!算例

第一节中已经推导了一维和二维;8方程的二

阶@58格式"对于一维问题"直接应用@58格式即

可求解"对于二维方腔和前!后台阶流动的不可压流

动的计算"采 用 交 错 网 格"动 量 方 程 利 用 二 维 @58
格式进行离散"连续性方程则采用二阶中心差分格

式"压力则由求解压力泊松方程得到&
#"$定常TM’H&’N方程

556’57*$%"+"+"+"

边界条件’

5#+"$’LG#$%*-$"5#"$’+LG#$%*-$
这是模拟激波的经典问题之一&其精确解为5%"#"$

’+LG#"$%*-$&图"给出了$’.8"#$%’".$"!"
’.8"#$9 ’\$时"迎风格式!中心差分格式!本文

二阶@58格式与精确解的比较曲线&二阶@58格

式的误差是比其他格式的误差要低得多&对激波的

分辨率"随$%数升高"一阶迎风与中心差分格式分

辨率降低"而二阶@58格式仍能准确的捕捉激波"
直至$%’".\ "数值解仍然相当准确&

图"!定常QM’H&’N方程不同格式

的解的比较

图-!存在奇点的二维方腔流动@58格式计算结果流线

分布图$%’".."网格数"-#_"-#

#-$有奇点的二维方腔流动

本文用二阶摄动差分 #@58$格式计算了上壁

面以&’"的速度拖动的方腔流动"此时上壁面角

点为速度奇点&对$%’"..和"...的流动均得到

了较好的结果&$%’"..时主涡中心位于"’
.8$"?-"3’.8?/>>处"涡量大小为/8"\\"流函数

值为 +.8"./-\%$%’"...时主涡中心位于"’

\/?胡利民等’摄动有限差分 #@58$方法的数值计算



图/!存在奇点的二维方腔流动@58格式计算结果流线

分布图$%’"...!网格数"-#_"-#

图>!无奇点的二维方腔流动@58格式计算结果流线分

布图$%’"...!网格数\._\.

图\!无奇点的二维方腔流动@58格式计算结果流线分

布图$%’\...!网格数\._\.

.8\/"/!3’\?./处!涡量大小为"([$"-!流函数

值为 ^.("".["这 与 FGCK(&LK+(#;GK’+N=6&E’C(
&LK+(等人$$!?%的结果符合很好!这 说 明 本 方 法 对 较

高$%数问题是 有 效 的"图-和 图/分 别 是$%’
"..和"...的流线图"

&/’无奇点的二维方腔流动

此时上壁面的速度分布为"&"+"’!消除了上

壁面角点处的速度奇点"对$%数为"...和\...!

图$!二维后台阶绕流

图?!二维前台阶绕流流动

图#!二维 后 台 阶 绕 流 @58 格 式 计 算 结 果 流 线 分 布 图

$%数"..!网格数/._?.

图[!二维 后 台 阶 绕 流 @58 格 式 计 算 结 果 流 线 分 布 图

$%数"...!网格数/._?.

图>和 图\给 出 了 @58 格 式 计 算 结 果 的 流 线 分

布"对这种$%数相对较高的情况!@58 格式的 计

$/? 水!动!力!学!研!究!与!进!展!!!!!!!!!-../年第$期



图".!二维前台阶绕 流 @58 格 式 计 算 结 果 流 线 分 布 图

$%数"..!网格数>._"..

图""!二维前台阶绕 流 @58 格 式 计 算 结 果 流 线 分 布 图

$%数"...!网格数/._"-.

算也取得了良好的结果"
#>$二维后台阶绕流

后台阶流 动 的 流 动 区 域 示 意 图 见 图$"对$%
数为"..和"...!图#和图[给出了@A8格式计

算结果的流 线 分 布"计 算 结 果 与 经 典 的 结 果%".&一

致!能正确反映后台阶流动的物理图像"
#\$二维前台阶绕流

前台阶流动的流动区域示意图见图?"计算显

示在$%数较低!$%’"..时台阶前后涡不明显!见
图".’而在$%数较高时的台阶前有明显的涡!在台

阶后方的涡不明显!见图"""计算结果符合实际流

动的物理图像"

>!结束语

摄动有限差分 #@58$方法是与多基点和紧致

高精度差分方法思路不同的新方法"对流扩散的摄

动有限差分 #@A,%和@58$格式与其他高精度差

分格式 #多基点高精度格式%/&紧致差分格式%-&$相

比!它的离散处理没有超出推导微分方程时的物理

考虑和数学处理!这是摄动差分格式最大的特点"

@A,%格 式 与 已 有 的 精 确 数 值 解 #A,%$格

式%\&和有限分析 #5!$格式%>!\&性质相同!这些格式

可准确反映对流效应!又不存在伪数值扩散和负浓

度解问题!对任意大小网格 3&OE*+S数一致稳定和

收敛!特别是 @A,%格式不存在已有 A,%格式和

5!格式中指 数 项 计 算 的(数 字)溢 出 问 题!又 远 比

5!格式简单*节省机时和存储"

@58格式在边 界 上 无 需 特 殊 处 理 即 能 达 到 所

需精度"文中的一维;8方程和二维流动问题的数

值算例证实了@58格式的上述优点!获得了良好的

数值结果"
目前对@58方法的研究仍然处在发展阶段!作

为一种性质优良的全新的计算思想和方法!摄动有

限差分 #@58$方法有着很大的潜力!值得更进一步

的深入研究和推广应用"
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