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Abstract :The influence of Casimir force on t he stability of elect rostatic torsional nano2elect ro2mechanical

systems (N EMS) actuators is analyzed. The dependence of t he critical tilting angle and voltage is investi2
gated on t he sizes of st ruct ure taking Casimir effect s into t he consideration. The p ull2in p henomenon with2
out t he elect rostatic torque is st udied , and a critical characteristic dimension is derived. A dimensionless e2
quation of motion is p resented , and t he qualitative analysis of it shows t hat the equilibrium point s of t he

corresponding autonomous system include center point s , stable focus point s , and unstable saddle point s.

The p hase port rait s connecting t hese equilibrium point s exhibit periodic orbit s , heteroclinic orbit s , as well

as homoclinic orbit s. In addition , t here exist bif urcation p henomena in t he system.
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摘　要 :分析了 Casimir 力对旋转式纳电子机械 (N EMS)致动器动态稳定性的影响. 计及 Casimir 效应时 ,旋转式致动器失稳

时的临界倾角和临界电压和结构的几何尺寸有关. 外加电压为零时 ,导出了旋转式致动器在 Casimir 力作用下发生吸合的临

界特征几何尺寸. 给出了旋转式致动器的无量纲化运动控制方程 ,并对它作了定性分析. 定性分析表明 :该运动方程相应的自

治系统在相平面上的平衡点包括中心点、稳定的焦点和不稳定的鞍点 ;相图呈现周期轨道、同宿轨道以及异宿轨道. 另外系统

还存在分叉现象.

关键词 :旋转式纳电子机械致动器 ;Casimir 力 ;吸合 ;稳定性 ;分叉 ;相图

中图分类号 :TN303 ;O317 　　 文献标识码 :A 　　文章编号 :100421699( 2006) 0521645204

　　旋转式致动器可广泛应用于数字微镜、光开关、

射频器件等微电子机械系统 ( M EMS) 或纳电子机

械 (N EMS)系统中. 图 1 是典型旋转式致动器的结

构示意图 ,它主要由基底、可动板和扭转轴组成. 基

底上铺有电极 ,当施加外电压时 ,可动板在静电力的

作用下发生转动 ,从而产生倾角φ,此时扭转轴可提

供一个阻止其发生转动的弹性回复力矩. 当φ达到

临界值时 ,静电力矩超过弹性回复力矩 ,可动板突跳

到基底上 ,致动器发生吸合. 文献 [ 123 ]研究了旋转

式 M EMS 致动器的吸合问题 ,建立了一些理论模型

来分析致动器发生吸合时的临界电压和临界倾角.

但是在他们的模型中都没有考虑表面力 (主要是

Van der Waals 力、Casimir 力等 ) 的影响 , 这在

M EMS 中可能还不会产生太大的误差 ,但是当系统



的特征尺寸减小到纳米量级时 ,表面力就会产生显

著影响 ,在 N EMS 致动器的稳定性分析中 ,就必须

考虑表面力的影响. Casimir 力[ 426 ] 是由量子的真空

波动效应引起的 ,虽然在本质上它是量子的 ,但是它

反映了宏观物体间的一个作用力. 文献 [ 7 ]分析了

Casimir 力对 N EMS 器件粘着效应的影响. 文献[ 8 ]

从实验上实现了由 Casimir 力致动的旋转式 N EMS

致动器. 作者在文献 [ 9 ]中也研究了 Van der Waals

力和 Casimir 力对旋转式 N EMS 致动器的吸合的

影响 ,在文献 [ 10 ]中还分析了 Van der Waals 力对

旋转式 N EMS 致动器动态稳定性的影响. 本文在已

有工作[9210 ] 基础上 ,分析了 Casimir 力对旋转式

N EMS 致动器动态稳定性的影响. 计及 Casimir 效

应时 ,旋转式 N ENS 致动器在吸合发生前作非线性

振动 ,给出振动的无量纲化控制方程 ,并对它作了定

性分析 ,给出了振动在相平面上的相图. 另外 ,还分

析了该非线性系统中存在的分叉现象.

图 1 　旋转式 N EMS 致动器侧视示意图

1 　理论模型

旋转式 N EMS 致动器的单自由度力学模型如

图 2 所示. 在计及 Casimir 力的作用时 ,该系统中的

力矩包括外电压提供的静电力矩、Casimir 力提供的

Casimir 力矩以及扭转轴提供的弹性回复力矩[ 9 ] :

图 2 　计及 Casimiir 力时 ,旋转式 N EMS 致动器的单自

由度力学模型

Melec =
1
2
εw R 2 U2

D2 ·1
γ2 [

γ
1 - γ

+ ln (1 - γ) ] (1)

MCasimir =
π2 ∂cw R 2

90 D4
γ

(1 - γ2 ) 3 (2)

M res = Kφ = 2
GJρD

l R
γ (3)

如果再把惯性效应和粘性效应考虑在内 ,则该系统

中还存在惯性力矩和粘性力矩[9 ] :

Minertia = Iφ¨ =
ID
R
γ¨ (4)

Mdamping = CÛφ =
CD
R

Ûγ, (5)

参数ε和 U 分别表示介电常数和外电压 ,γ=φ/φ0

是倾角φ的无量纲量[9 ] ,且γ的取值范围是 [ 0 , 1 ] ,

R、w 和 D 分别表示可动板的半长度、宽度以及可动

板和基底之间距离 , l、a 和 b 分别是扭转轴的长度、

厚度和宽度 , ∂ 是 Planck 常数除以 2π, c 是光速 , G

是剪切模量 , I 是可动板的转动惯量 , Jρ是扭转轴的

截面惯性矩 ,由下式计算得到[3 ] :

Jρ =

ab3 [
1
3

- 0 . 21 b
a

(1 -
b4

12 a4 ) ] 　( b ≤a)

a3 b[
1
3

- 0 . 21 a
b

(1 -
a4

12b4 ) ] 　( b ≥a)

(6)

另外 , C表示有效阻尼系数 ,可通过下式得到[2 ] :

C =
S R 2

D3
(1 - γ2 )
(1 - γ2 ) 2 (7)

其中 , S 是一个和可动板的几何尺寸以及空气粘性

有关的常量 ,可通过实验测得.

2 　稳定性分析

2 . 1 　静态分析

由系统的静态力矩平衡关系 Melec + MCasimir =

M res ,可得到无量纲化的平衡方程[9 ] :

- γ+μ 1
γ2 [

γ
1 - γ

+ ln(1 - γ) ] +α
γ

(1 - γ2 ) 3 = 0 (8)

其中 ,无量纲量μ=
εw U2

2 K d3 和α=
π2 ∂cw

90 KR2 d5 的物理意

义分别是静电力矩、Casimir 力矩和弹性回复力矩的

比 , d = D/ R 是结构的一个特征几何尺寸 ,表示可动

板和基底之间的无量纲化距离.

表 1 　文中所使用参量的意义及计算所采用的值

类别 参量 符号 值

Planck 常数 h 6. 626 ×10 - 34 J s

物理参量 光速 c 2. 988 ×108 ms - 1

剪切模量 G 6. 6 ×1010 Pa

可动板的半长度 R 10 - 4 m

可动板的宽度 w 10 - 4 m

扭转轴的长度 l 6. 5 ×10 - 5 m

几何参量 扭转轴的宽度 b 1. 55 ×10 - 6 m

扭转轴的厚度 a 1. 5 ×10 - 6 m

可动板和基底之间
的无量纲化距离

d (0 - 3) ×10 - 2

　　当忽略 Casimir 效应的影响 (即 :α= 0 ) 时 ,

N EMS 致动器发生吸合的临界倾角是一个和结构

几何尺寸无关的常数[1 , 2 ] ,且γcr = 0 . 4404 . 在计入

Casimir 力的作用时 ,临界倾角存在尺寸效应 ,它随

着结构特征几何尺寸的减小而减小. 图 3 是临界倾

角随无量纲化距离 d 变化的曲线 ,不难看出随着 d

6461 传　感 　技 　术 　学 　报 2006 年



的减小 Casimir 力对临界倾角的影响也变得越来越

显著 ,此时如果忽略 Casimir 力的影响 ,显然会对结

构的设计和正常运行产生极大的误差.

图 3 　临界倾角γcr随无量纲化距离 d 的变化

文献[8 ]从实验上证明了 Casimir 力可以驱动

N EMS 致动器. 我们令外电压为零 ,并且给系统一

个无限小的角度摄动 ,就可以得到在 Casimir 力的

驱动下 N EMS 致动器发生吸合的临界几何参数[9 ] :

dcr = li m
γϖ0

[
π2 ∂cw
90 KR 2 · 1

(1 - γ2 ) 3 ]
1
5 = [

π2 ∂cw
90 KR 2 ]

1
5

(9)

2 . 2 　动态分析

如果再考虑惯性和粘性效应 ,那么在吸合发生

前 ,旋转式 N EMS 致动器将会作非线性振动 ,振动

的无量纲化控制方程为 :

d2γ
dτ2 +ηdγ

dτ
+ωγ =ξ 1

γ2 (
γ

1 - γ
+

　　ln (1 - γ) ) +β
γ

(1 - γ2 ) 3 (10)

其中 ,η=
C T
I

,ω=
K T2

I
,ξ =

εw T2 U2

2 I d3 ,β=
π2 ∂cw T 2

90 I R2 d5

和τ=
t
T
是无量纲量 , T 是一个特征时间 ,下面对该

非线性方程作定性分析. 令 dγ/ dτ=θ, 就可以得到

方程 (10) 相应的自治系统 :

dγ
dτ

=θ

dθ
dτ

= - η　θ- ωγ +ξ 1
γ2 (

γ
1 - γ

+

　　　ln (1 - γ) ) +β
γ

(1 - γ2 ) 3

(11)

该自治系统的 J acobian 矩阵为

0 1

F′(γ) - η
(12)

这里一撇表示对γ的微分 ,且

F(γ) = - ωγ+ξ 1
γ2 (

γ
1 - γ+ ln (1 - γ) ) +β

γ
(1 - γ2 ) 3 ,

进一步可得到该 J acobian 矩阵的特征值 :λ1 ,2 =
1
2

( - η± η2 + 4 F′(γ) ) . 该自治系统的平衡态要求 F

(γ) = 0 ,而 F(γ) = 0 恰恰等价于静态平衡方程 (8) .

当系统发生吸合前 ,也就是 F′(γ) ≠0 时 ,方程 F(γ)

= 0 在[0 ,1) 区间有两个解γ1 和γ2 ,也就是说系统

有两个平衡点 Q1 (γ1 , 0) , Q2 (γ2 , 0) ;当外电压达到

临界值时 ,系统发生吸合 ,即 F′(γ) = 0 ,方程 F (γ)

= 0 在[0 , 1) 区间存在唯一解γcr ,此时系统只有一

个平衡点 P(γcr ,0) . 再考虑外电压为零 ,也就是ξ=

0 的情况 ,当结构的特征几何尺寸 d > dcr时 ,方程在

区间[0 ,1) 有两个解γ1 = 0 和γ2 ,又由于系统的反对

称性 ,此时系统存在三个平衡点 Q1 (0 ,0) 、Q2 (γ2 ,0)

和 Q3 ( - γ2 ,0) ;当结构的特征几何尺寸减小到一定

值 ,即 d = dcr时 ,系统只有一个平衡点 P(0 ,0) . 当外

电压大于它的临界值 ( U > Ucr ) 或结构的特征几何

尺寸小于它的临界值 ( d < dcr ) 时 ,方程 F(γ) = 0 在

[0 ,1) 区间无解 ,也就是说系统在这种情况下没有平

衡点. 下面我们就分别针对这五种情况展开讨论 :

(1) 当且 d < dcr且 U > Ucr时 :

系统有两个平衡点 : Q1 (γ1 , 0) 和 Q2 (γ2 , 0) ,而

且γ1 <γcr <γ2 . 对于平衡点 Q1 ,显然 F′(γ1 ) < 0 ,如

果忽略粘性效应 (η= 0) ,系统 J acobian 矩阵的特征

值是一对纯虚根 ,此时 Q1 是一个中心点. 如果考虑

粘性的影响 ,但是粘性系数又比较小的情况下 (满足

η2 < 4| F′(γ) | ) ,系统 J acobian 矩阵的特征值是一对

共轭复根 ,又由于η一般为正 ,所以此时 Q1 是一个

稳定的焦点. 如果粘性效应足够大 (满足η2 >

4| F′(γ) | ) ,系统 J acobian 矩阵的特征值是一对正

负相反的实根 ,平衡点 Q1 显然是一个不稳定的鞍

点 ,而事实上对于γ1 <γcr来说 ,系统是稳定的 ,所以

粘性项η只能满足条件η2 < 4| F′(γ) | . 对于平衡点

Q2 ,由于满足 F′(γ2 ) > 0 ,所以不管η是否为零 ,系

统 J acobian 矩阵的特征值都是一对正负相反的实

图 4 　当 U < Ucr , d > dcr而且忽略粘性效应时 ,系统作非

线性振动的相图

根 ,平衡点 Q2 显然是一个不稳定的鞍点. 图 4 和图

5 给出了系统在相平面上的相轨迹 ,它包括同宿、异

宿轨道和周期轨道. 也即 ,在不考虑粘性效应时 ,系
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图 5 　当 U < Ucr , d > dcr而且计入粘性效应时 ,系统作非

线性振动的粗图

统在平衡点 Q1 附近作周期振动 ;考虑粘性效应时 ,

系统在平衡点 Q1 附近作衰减振动. 而在平衡点 Q2

附近 ,系统不稳定 ,会发生突跳 ,从而吸合到基底上.

另外 ,该系统中还存在分叉现象 ,在点 (γ1 ,Θ;η) =

(γ1 ,0 ;0) 处显然存在 Hopf 分岔.

(2) 当且 d > dcr ,U = Ucr时 :

系统存在唯一的平衡点 P(γcr ,0) ,而且显然 F′

(γcr ) = 0 . 当粘性系数η≠0 时 ,系统 J acobian 矩阵

的特征值是一对零实根 ;当时 ,J acobian 矩阵的特征

值有一个零实根和一个非零实根. 而且这个非零实

根在η> 0 时为负 ,在η< 0 时为正 ,所以在点 (γ,Θ;

η) = (γcr ,0 ;0) 处系统存在叉型分叉.

(3) 当 d > dcr且 U = 0 时 :

这是没有外电压 ,只有 Casimir 力作用的情况 ,

此时系统存在三个平衡点 Q1 (0 , 0) 、Q2 (γ2 ,0) 和 Q3

( - γ2 ,0) . 类似于第 (1) 种情况中的讨论 ,平衡点 Q1

在η= 0 时是一个中心点 ,在η≠0 时是一个稳定的

焦点. 而平衡点 Q2 和 Q3 恒为不稳定的鞍点.

图 6 和图 7 给出了系统在相平面上的相轨迹 ,

它同样也包括同宿、异宿轨道和周期轨道. 也就是

图 6 　当 U = 0 , d > dcr而且计入粘性效应时 ,系统作非线

性振动的相图

说 ,在不考虑粘性效应时 ,系统在平衡点 Q1 附近作

周期振动 ;考虑粘性效应时 ,系统在平衡点 Q1 附近

作衰减振动. 而在平衡点 Q2 和 Q3 附近 ,系统不稳

定 ,会发生突跳 ,从而吸合到基底上. 在平衡点 (γ,

Θ;η) = (0 ,0 ;0) 处 ,系统存在 Hopf 分岔.

图 7 　当 U = 0 , d > dcr而且忽略粘性效应时 ,系统作非线

性振动的相图

(4) 当 d = dcr且 U = 0 时 :

当结构的特征几何尺寸减小到一定值 ,即 d =

dcr时 ,系统只有一个平衡点 P(0 ,0) ,而且 F′(γcr ) =

0 . 类似于第 (2) 种情况中的讨论 ,在平衡点 (γ,Θ;η)

= (0 ,0 ;0) 处 ,系统存在叉型分叉.

(5) 当 d < dcr或 U > Ucr时 :

系统电压超过它的临界值或者结构几何尺寸小

于它的临界值 ,此时系统不稳定 ,不存在平衡点.

3 　结论

在纳电子机械系统中 ,Casimir 力的影响变得非

常显著. 它不仅对旋转式 N EMS 致动器失稳时的临

界倾角和临界电压有影响 ,而且在没有外电压的情

况下 ,也可以直接导致 N EMS 致动器发生吸合. 由

于 Casimir 力的影响 ,N EMS 致动器失稳时的临界

倾角不再保持常数 ,而是随着结构特征几何尺寸的

减小而减小. 在外电压为零时 ,还可以导出旋转式

N EMS 致动器在 Casimir 力作用下发生吸合的临界

特征尺寸.

计及 Casimir 力的影响时 ,系统在吸合发生前

作非线性振动. 给出该非线性性振动的无量纲化控

制方程 ,并对它作定性分析. 定性分析表明 :该非线

性方程相应的自治系统在相平面上的平衡点包括中

心点、稳定的焦点和不稳定的鞍点 ;相图呈现周期轨

道、同宿轨道以及异宿轨道. 另外 ,系统还存在 Hopf

分叉和叉型分叉.
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的幅度 ,也可以改变摩擦力波动的频率. 固液晶格比

增大 ,摩擦力波动的频率减小 ,波动的周期增大 ,并且

摩擦力波动周期与固液晶格比之间成线性比例关系.

由于液体水分的晶格不变 ,即有壁面晶格长度增大 ,

摩擦力波动周期也随之增大.

图 5 　a ,b分别为固液晶格长度比为 2/ 3 ,4/ 5的摩擦力波动现象

图 6 　摩擦力波动周期随固液晶格比的变化

Tomlinson [15 ]认为基体对粒子的作用势是一

个与基体晶格长度有关的周期性作用势. 分析速度、

壁面晶格长度以及摩擦力的波动周期 ,我们发现三

者之间成特殊函数关系 ,并且αw = 2 v T ,也就是说上

下壁面每相对移动一个晶格便得到一个摩擦力波动

的周期 ,这与干摩擦状态下的 Tomlinson 模型理论

预测极为相似.

3 　结　论

本文用分子动力学的方法 ,在 Couet te 模型下

模拟了两壁面间水薄膜摩擦润滑的摩擦力波动现

象 ,并考察了固液作用强度、速度以及壁面晶格长度

对摩擦力波动周期的影响 ,更进一步地从摩擦力波

动周期的角度来考虑摩擦力波动现象产生的本质.

模拟结果发现原子尺度下摩擦力波动周期仅与速度

和壁面晶格长度有关系 ,与固液作用强度无关 ,并且

有αw = 2 v T 这一特殊函数关系. 因此我们认为 :薄

膜润滑系统在壁面间流体薄膜极小的情况下 ,依然

表现为干摩擦状态下的性质.
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