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压电材料平面问题的尖端场和应力强度因子的求解 
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摘要：利用Lekhnitskii理论扣 Stroh理论的相互联系，把已知的基于 I ekhnitskii理论平面应变结 

果转化为Stroh理论形式的结果，直接获得Stroh公式中A，B的显式表达式，此方法可扩展到平面 

应力情况，然后导出压电材料平面应变问题的尖端场 Williams形式的展开式，采用半权函数法计 

算有限大压电体平面问题应力和电位移强度因子。对无穷大板含中心裂纹的情况下本文结果和已 

有结果进行了比较，表明本文方法得到的结果精度可靠。本文方法的最大优点是可以求解有限压 

电体的应力强度因子，并且需要的单元少，精度高，实用性好。 
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1 引 言 

压电材料的平面断裂问题已经有许多人研究 

(Pak[ ，Sosa[ 叫]，Suo等[5]，Qin和 Yu[ ，I iu 

等[ ，Gao和 Wang[引，和 Han和 Wang[ 等)，但大 

都是针对无穷大板的情况进行求解。有限大体的情 

况更有实际意义，因此本文研究有限尺寸压电体的 

平面断裂问题。 

压电介质弹性理论目前有代表性的有两种，一 

种是I．ekhnitskii方法，另一种是Stroh公式，这两 

种理论都是针对广义二维问题建立的。两种理论之 

间的区别和联系在 Ting口0j的专著中已有论述。 

Sosa[2,3,11,4~采用 Lekhnitskii理论研究了含孔洞和 

裂纹的横观各向同性压电介质平面应变问题。高存 

法[12,13 采用 Lekhnitskii理论对压电断裂平面问题 

进行了研究，同时他也采用 Stroh方法对压电介质 

的广义二维问题进行了详细的分析 1̈ 叫引。上述研 

究都是针对无穷大板的情况，而在实际的应用中，压 

电元件是以各种不同的大小和形状出现，且工作在 

各种各样的载荷条件下，因此有限大的情况更有实 

际意义。对有限压电体的研究，目前见到的有：有限 

元方法口 ]和权函数法口引。 

本文首先利用 I．ekhnitskii理论和 Stroh理论 

的相互联系，把 Sosa_2 基于 Lekhnitskii理论的平面 

应变结果转化为 Stroh理论形式的结果，直接获得 

Stroh公式中A，B的显式表达式，然后进一步把此 

方法扩展到平面应力的情况。其次参照 Yuan[均 方 

法导出压电材料平面问题尖端场的 wⅢiams形式 

展开式(现有的结果只给出首项[2])，并求得半权函 

数，然后采用半权函数法计算有限尺寸压电体平面 

问题应力强度因子和电位移强度因子。 

2 基本方程 

2．1 Stroh公式 

高存法口朝给出了无穷大板压电材料广义二维问 

题Stroh形式的解。对于压电介质的平面应变和平 

面应力问题，是广义二维问题的特例，此时二维问题 

的特征根有六个三对共轭的复根，方程的解可以写为 

—  

{“r，j5) 一2Re∑ f。( ) 
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，D2) 一2Re∑b f'o( )， 

{ ，D ) 一一2Re∑6 f'o( ) (2) 

f(z2)，f(z3)]，Za—z1+ 2，Im 。]>0，口一I， 

其中e一[e1，e2，y12] ， 一[ ， 2， ] ， 

D一[D ，D。] ， E一[E1， ] 

s
，

一  罨z2耋。]，g 一旺等]， 一[ ] 
n11一 一_sh

，n12 一  一  ，口22 一 黝 一警， 

n33一 ，b21一 (1一 s ~2)g31，b22一 g33一 g31， 

b13一g15， 1一 1， 2一 3+(gi1／ ) (6) 

式(6)中 ，g ，岛分别表示压电材料的弹性常数， 

all 1 +(nl1 2+2a12 1+a33 1+ 1+6；3+ 

这个方程有六个三对共轭的复根，令 ，』 ， z，，』。为虚 

部为正的根，相应的特征向量为 a ，且 Za— z + 

z。得到应力和电位移的表达式为 
3 3 

一 2Re∑ (z )， 一2Re∑ (z )， 
=1 一 1 

3 3 

2一一2Re∑／L ( )，D 一2Re∑ ( )， 
= 1 一 1 

3 

D2一一2Re∑ ( ) (8) 
一 1 

位移(不计刚体位移)和电势(不计参考电势) 

表达式 
3 3 

“ 一2Re∑P (z )，“2—2Re∑q (z ) 
一 1 一 1 

3 

一 2Re∑ ( )， (9) 

其中P —gill ；+a12一bzl ，q 一 

a】2 2+a22一bzz 

一 一 (613+ 11 ) ， ( )一 

一  去 ，(愚一1，2，3)。 
11 2+ 2 ’ 一 ’ ’。 。 

下面就利用 SosaE。]基于 I．ekhnitskii方法给出 

的应力、电位移、位移和 电势表达式，通过 

I．ekhnitskii方法和 Stroh公式之间的联系来确定 

Stroh方法中a ，b ， 的值。 

在没有体力和体自由电荷情况下，Stroh公式中 

应力和电位移与广义应力函数{ ， T的关系为 

1一一 ，2， 2一 ，1， ( 一 1，2)， 

D1一一 
。2， D2一 。1 (10) 

由式(1O)和式 (8)比较可得平面应变问题 

Stroh公式中的广义应力函数为 

1—2Re∑(一 ) (z )， 一2Re∑ ( )， 

—  

一 2Re (一 ) ( ) (11) 

由式(9)可得平面应变问题 Stroh公式中的广 

义位移矢量{“，， ) 。 

假定对每一个 ， ( )都有相同函数形式，即 

(z )一厂(z ) (12) 

则广义位移和广义应力函数写为矩阵的形式 

{“，， ) 一2Re[-A(_厂>口]， 

{ ，， T一2Re[B(f)q] (13) 

把式(12)代人基于Lekhnitskii理论给出的广 

义位移，应力和电位移表达式——式(9)和式(8)， 

并与Stroh公式表示的广义位移和广义应力函数表 
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达式——式(13)比较，可得＆r0̂ 公式中矩阵A和 

B的显式表达式为 

A —

Pl P 2

ql qa]，B一广 一 一 。] A— q2 l， B—I 1 1 1 l 
Lyl y2 y3J l— 1 一 2 一 3J Lyl y2 y3J L— 1 一 2 一 3J 

(14) 

对一个给定的问题，方程(13)中未知_厂( )和q 

需要由以下步骤来求解 

1) 函数厂( )由加载方式和几何形状(比如切口或 

裂纹)来决定。 

2) 由边界条件来确定复矢量 q。 

3 裂纹尖端场的求解 

上面已经给出了压电材料平面应变问题 Stroh 

理论的基本方程，下面就在其基础上来推导压电材 

料平面应变问题裂纹尖端场(这里的基本思路参见 

Yuan_】 求解各向异性材料平面问题裂纹尖端场的 

做法)。 

考虑压电体内的一个裂纹，令坐标系原点位于 

裂纹尖端，裂纹平面在z 一X3面内，假定裂纹面没 

有力和自由电荷。为了求解裂纹尖端场，方程(13) 

可以改写为[1o] 

{U ，j5) ：Re[A(f)B- g]， 

{ ， W—ReEB(f)B- g] (15) 

在式(15)中令 f(z )一 ，则有 

{U，，j5) ：ReEA< >B- g]， 

{ ， W—ReEB( >B- g] (16) 

其中复变量 定义为： 一r(cosO+z sinO)，一7c< 

<兀。g是复常数的向量， 是一个复常数，我们要寻 

找允许的 值，即在r一0时保证能量有限，由此有 
一 1< Re( )。 

由式(16)解的唯一性，可以推出裂纹尖端场为 

，j5) 一∑ReEa(z~ >B- g ]， 
”一 1 

{ ， ) 一∑ReEB(z~ >B- g ] (17) 
一̈ 1 

其中 ，一( 一2)／2，g 一[g『ll， 2，g，J3] ，当 一1， 

3，5，⋯时，g 为实数；当 一2，4，6⋯时，g 为纯虚 

数，g 的数值依赖于裂纹体的几何形状，材料性能 

和加载条件。 

进而裂纹尖端场应力，电位移，位移和电势的分 

量可以写为 

f1一 o11， ，D1] ， f2一 o O'22，D2] ， 

ll—Eu1，U2，纠 (18) 

f1一 一 ∑( +1)ReI-B(,ttz~)B- ] ， 

一 ∑( +1)ReEB(za．>B- ]gIJ (19) 

如果令 r ，U0”，⋯ 是裂纹尖端场的第 阶项， 

则裂纹尖端的主导项可以令 一1，也就是 

f{”一一 ReEB('~-~F>B- ]K， 
、／ 7c 

f；”一— Re[B< ]K， 
、／ 7c √ 

ll ” 一

^／ ReEa<fd>B- ]K (20) 

其中K一[KⅡ，KI，Ko] 是应力强度因子和电位 

移强度因子，定义为 

K — l im
。 {”(r’0)一√号g O V 

4 半权函数法求解应力强度因子 

根据柳春图[20]半权函数的定义，即半权函数满 

足以下三个条件：1)满足平衡方程，2)在裂尖处有 

limu} —O(厂 。)，3)满足裂纹面的边界条件。可以 

令式(17)中 一一3／2，得到半权函数为 

{“ ，j5‘ W—ReEA(z-~> 加， 

{ “， W—ReEB<z--~> 加， 
1 

f 一告Re[B< 一号> ] ， 
厶 

1 

一 一 @ReEB(z--~> ] (21) 

其中h一[九 ，h ，ha] 为未知的常数。 

基于压电材料贝蒂互等定理_2̈，可以写出用半 

权函数来计算强度因子的表达式 
r r 

l(￡·““ 一 “ )ds—l(￡“ ·“一 0 j5)ds(22) 

其中C是任意闭合曲线，“ 

是位移矢量，j5是电势，叫 

是电位移，t是曲线C上的 

面 力，U“’， ， “ ，t。’半 

权函数相应的量。C为任 

何一个围成单连通区域的 

闭合曲线。如果令外边界 

C— G+Cr+r，其中 C 

为去掉裂纹顶端后的顶端 图1 闭合曲线示意图 

边界，G 为裂纹面，r为裂纹顶端以外的弹性体的外 

边界，它们的正方向如图1所示。 
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考虑裂纹面上 f 一0 

则式(22)经变换后化为 
r 

— I E(tl “1+￡5 “2一 ( )一(￡1“} + 
J 

￡2“ 一 )] 一 
r 

I[(￡{ “1+￡ U2一 ’ )一(￡1“{ ’+ 
J 』’ 

t2“ 一 “ )]d (23) 

下面为了方便令 

M 一(￡ U1+ ’U2～ )一(￡1“{ ’+t2 一( ‘ ’) 

当靠近裂尖圆的半径趋近于零时，把裂纹尖端 

场和半权函数代人式(23)左端，其积分值可表示为 
r 

H 一一I Mds—el1h1Kn-4-clzhzKI+C13h3KD 
J L

r 

(24) 

式(23)右端由远离裂纹尖端的数值解和半权 

函数沿路径的积分可以写为 
r 

Hv— I Mds—c21h1+cz2h2+czah3 (25) 
J r 

其中Cl1’C12，C13，C21，C22，C23为积分结果的常数部分。由 

于He一坼，且h ，h ，h。为任意实常数，所以必有 

K I—C22／ 2，Kn=C21 c11，KD—C23／c13 (26) 

因此只要已知裂纹体沿路径 r上的应力，电位 

移，位移和电势，就可以分别求出三个强度因子。裂 

纹体沿路径r上的各分量数值可以通过多种数值方 

法得到。本文将采用有限元软件 ANSYS来获取裂 

纹体沿路径I1上所需分量数值，然后利用数学计算 

软件MATHEMAT1CA来计算回路积分获得强度 

因子数值。 

对于压电材料平面应力断裂问题，只要令式(6)中 

aI1 I1，al2 l3，a22 533，a33 $44，bel gsl， 

b22一 g33，b13一 gl5， 1一 1， 2一 3 (27) 

即可得到压电材料平面应力断裂问题相应的解。 

算 例 

压电材料取为PZT-4，本构关系为式(5)形式 

时，材料柔度系数如下： = lo．98 x lO m- ／N， 

S12一一5．3 6×1 0 。n1-。／N，313一一2．2 2 x 

10—12m一。／N， 3={一8．24 x lo一 。m-。／N， “一8．24 x 

10一 m-2／N，压电常数g31一一lO．7xlO m。／c，gl5 

— 39．97 x l0一。m。／c，g33—25．1×10 m ／c，介电 

常数 1—7．68 x 10 ／N， 3—8．69 x 10 V2／N， 

板的长度 2L，宽度 2W，裂纹长度为 2口，见图2。取板 

的半宽度W —o．508m，裂纹半长口一0．0508m，取 

不同的板的长度：a／L一 0．8，0．6，0．4，0．2，0．1。只 

加电载荷的情况，在-z。方向上加电位移，通过加电 

压的形式来实现加电位移。 

图 2 板的几何结构图 

5．1 不同裂纹长度和板长比情况下电位移强度 

因子计算 

首先用有限元软件 ANSYS计算积分回路上的 

应力，电位移，位移和电势。由于对称，只取板的四分 

之一ABCO作为研究对象，在OA和OC边取对称的 

边界条件，AB边接地，BC边加电压 IO00V，单元为 

PI ANE13，平面应变情况。有限元网格划分如图3 

所示，裂纹尖端的网格和积分路径如图4所示。把路 

径上的应力，电位移，位移和电势代人(25)式，就可 

以求出电位移的强度因子K。，进而可以得到裂纹尖 

端场电位移分量的分布。不同裂纹长度和板长比情 

况下电位移强度因子如表 l所示。 

表 1 不同裂纹长度和板长比情况下 

电位移强度因子 x 1O (C·m- ／) 

Ⅱ／L 0．8 0．6 

Ko 11．559 9．185 

0．4 0．2 0．1 Sosa[。] 

8．383 8．073 8．071 8．055 

。 - ～  

／ ， 、
＼ 

， 、 

， 、 

I I I 

图 3 有限元网格划分 图4 裂尖网格和积分路径 

从表 1可以看出，电位移强度因子随着裂纹长 

度和板宽比减小而减小，当a／L≤ 0．1时，对裂纹来 

说可以认为是无穷大板情况。把 a／L一0．1时本文 

结果与 Sosa[。]无穷大板的结果进行比较，两者相对 

误差为 0．2％，说明本文方法的精度很好。用本文的 

方法可以计算平面应力和平面应变情况下含裂纹有 

限体裂纹尖端场分布和应力强度因子以及电位移强 
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度因子。 

5．2 有限元网格划分与计算精度 

为了验证文中半权函数法计算精度的可靠性， 

对 a／I 一0．4情况下，采用相同的积分路径，但采用 

不同粗细的网格划分，采用较粗的网格划分时，单元 

总数为 36个，而采用较细的网格划分时，单元总数 

为 576个，这两种情况的计算结果如表 2所示。 

表2 在a／L=0．4情况下不同的网格划分对 

计算结果精度影响比较 

半权函数法的计算精度与积分路径上数值解 

计算精度有关。由于积分路径可以远离裂纹尖端，因 

此采用非常粗糙的网格划分有限元模型，也能得到 

精度较高的应力强度因子和电位移强度因子，这点 

在表2中得到证实。这将大大减少计算的工作量。 

6 结 论 

本文利用 Lekhnitskii理论和 Stroh理论的相 

互联系，把已有的Lekhnitskii理论平面应变结果转 

化为Stroh理论形式的结果，直接获得 Stroh公式 

中A，B的显式表达式(并进一步扩展到平面应力情 

况)；然后导出压电材料平面应变问题尖端场wil— 

liams形式的展开式；最后采用半权函数法计算有限 

大压电体平面问题应力强度因子和电位移强度因 

子。文中计算了多种不同大小含中心裂纹板的断裂 

问题，在趋近于无穷大板的情况下，与已有结果的比 

较表明本文方法得到的结果精度可靠。本文方法的 

最大优点是可以求解有限大压电体的应力强度因子 

和电位移强度因子，并且需要的单元少，精度高，实 

用性好。利用本文方法，对实际应用中有限大压电 

介质平面断裂问题进行分析，可为压电元件的力电 

耦合性态及其可靠性预测提供理论依据。 
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en gy hnf ow s re嗷 r buted to heighten the presure of a part of the the flo
w to the desired level where- 

as tor the rest of flow a low leVel of pressure is maintained，which causes moving water with high energy to 

reach to a h gher Place· On the basis of the working principles of water hammer p
umps， water hammer 

mot Ve power w th appl cations is investigated，a series of parameters for warer wa
ve pump design are pro 

posed．The computational results verified the validity and flexiblilit 
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Effect of Earth Surface Temperature on 

Saltation Traj ectories of Sand particles 

Zheng Xiaoj ing 
(Department of mechanics．Lanzhou 

Yue Gaowei 

University，1．anzhou 730000) 

Abstract：The saltation tr~ectories of sand particles in a horizontal wind field and a vertica1 wind field ari— 

stag due to solar radiation are investigated to find out the influence of the temperature variation near the 

earth surface on the saltation movement of sand particles
． Calculated the temperature near the earth sur— 

face and the upward wind speeds at different moments during a full day，the saltation traiectories of sand 

particles in a horizontal wind field combined with the vertical wind field are simulated
． The numerica1 re— 

sults show that the maximum height and span of the trajectories respectively increase by 55
． 56 and 73． 

68 afternoon at which the upward wind speed approaches to 1
． 5m／s．Moreover，when the uDward wind 

speed is taken into account，the calculated traj ectories of sand particles with individual diameters are differ— 

ent，which is quite distinguished from the simulation without upward wind speed
． 

Keywords：wind-blozem sand movement， saltation trajectory， solar radiation，temperat rP 口，-iati0 。 

simulation 

Crack Tip Field 

Planar 

and Stress Intensity Factors in 

Piez0electric Problem 

Yang Limin Liu Chuntu Zeng Xiaohui 

(Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Division of Engineering Sciences，Beijing ，100080) 

Abstract：Crack tip field in planar piezoelectric problem is proposed with Stroh formulas．The matrices A 

and B are obtained via comparison between Lekhnitskii and Stroh relationships． Semi-weight function 

method is developed to determine stress intensity factors and electric displacemnt intensity factor．The 

stress intensity factors defined in terms of the integral form are derived from the Betti S reciprocal work 

theorem and expressed with stresses，displacement，electric displacement and electric potential on a path 

and the semi—weight function．The numerical results for a center—cracked plate under pure electric loading 

demonstrate the accuracy and practicality of the method，in which tight grids and high resolution near the 

crack tip are unnecessary． 

Keywords：piezoelectric，semi-v_eight function，stressintensity ctors，planeproblem ，stroh，lehhnitskii． 
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