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材料损伤开裂的数值模拟方法
李国琛

(中国科学院 力学研究所非线性力学国家重点实验室 (LNM ) , 北京 100080)

摘　要: 　针对数值模拟材料损伤开裂的现有方法——空单元技术和嵌入过程区中结点力释放方法, 提出了释放

空单元内结点力的新模拟方法, 既可解决原有空单元技术未曾明确的残余应力的释放问题, 又可避免采用嵌入过

程区方法时所引入的大量重叠结点。己有算例表明, 本方法具有模型简明, 操作便利的特点。
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M ETHOD FOR NUM ER ICAL SIM ULATION OF DAM AGE

AND CRACK ING IN M ATER IAL S
L I Guo2chen

( Institute of M echan ics, A cadem ia Sin ica, Beijing 100080, Ch ina)

Abstract: 　Concern ing the ex isting m ethods (emp ty elem en t techn ique and em bedded p rocess zone

m ethod used fo r releasing nodal fo rces) app lied to the num erical sim ulation of dam age and crack ing in

m aterials, a new m ethod of modeling is p roposed fo r releasing the in ternal nodal fo rces of the emp ty

elem en ts. It p rovides a w ay to release the residual stresses w h ich are no t specified by the p revious

emp ty elem en t techn ique, but w ithout reso rt to using redundan t overlap nodes as that in the

em bedded p rocess zone m ethod. P revious computation examp les have demonstrated that th is m ethod

has the advan tages of simp le modeling and conven ien t imp lem en tation.
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　　受损后的材料力学行为的描述和预测一直为固

体力学与材料科学所共同关注, 但至今尚未获得满

意解决。其困难在于材料本构行为的多变性, 尤其是

损伤演变过程的一些随机性因素更使问题大为复杂

化。实践表明, 单纯从设置理论模型出发是难以解决

问题的。有限的“内变量”无从包容实际材料的多种

演变状况。再者, 理论模型自身的局限性又往往导致

不能正确给定有关“内变量”在损伤过程中所应具有

的内涵及其表征值。

　　比较而言, 以数值模拟与实验测定相结合的方

法处理应能提供可行的出路。概括地说, 它的思路

是: 针对一类材料问题设置一个力学模型, 以数值方

法求解和模拟该模型在给定受力和环境条件下的力

学行为, 通过与有限的实验测定相比较后, 拟合和标

定该模型中所包含的待定“内变量”参数 (计算与实

验的响应如不相符则需调整给定的“内变量”初始值

直至满意为止)。一旦确定这些材料参数后又可通过

数值计算在一定范围内预测材料在其他状况下的力

学行为。这一作法的优点在于数值求解可以适用于

更复杂又更多样的材料模型。以其计算结果与有限

实验相比较不仅可以为确定“内变量”提供可靠的物

理依据, 又可以验证所设定力学模型的正确性。它的

缺点也是明显的, 工作量大, 经验色彩重; 但仍不失

为一条有效途径。因为它实际上可以发挥正反两方

面的功能。一是, 在已知和给定“内变量”参数后, 预

测材料行为; 再则是, 根据实验结果反推“内变量”参

数并验证力学模型 (参见文献[ 1, 2 ])。

　　采用数值方法模拟材料损伤开裂的核心技巧就

是如何运用已有的结点力松弛方法 (也称嵌入过程

区 ( em bedded p rocess zone) 模型[3 ] ) 和空单元技
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术[4 ]。第一种方法的优点是开裂 (内) 边界上结点残

余力可以逐次松弛为零, 但它的局限性是必须事先

设定开裂路径并埋设重叠结点。空单元技术[4 ]可以

免去这种局限性。采用这种方法时, 任一单元内的应

力ö应变达到预定的临界条件后, 该单元即被排空,

其局部刚度就不再参与后继计算中的总体刚度矩

阵。所以, 它可以适用于任何损伤开裂的路径, 也可

以克服采用损伤单元 (如应变软化效应)时而导致的

总体刚度矩阵的“病态”现象。但原有的空单元技

术[4 ]一直未曾交待如何将其内部残余应力释放掉,

已有的金属板材计算结果表明[5 ] , 板材颈缩区将引

发中心区内部开裂, 以空单元模拟其开裂演变过程

时, 不同的应力松弛率将大大影响材料的后继拉伸

度。因此, 不考虑释放其中的残余应力就无从正确模

拟板材的实际韧性。再有, 原有的空单元技术[4 ]也不

能描述一些材料损伤区的取向性。例如, 高分子材料

受损后出现银纹就是一个明显的情况。

　　对于含有界面的两相或多相材料的界面剥离问

题, 现有的一种作法[6, 7 ]是设定界面结合力与剥离位

移间的本构关系。但由此需在虚功原理中附加界面

剥离功。对于事先不能确定的剥离和开裂路径则需

在大范围内嵌入结合界面, 于是几乎每个结点都要

成为重叠的, 结点周边交叉的单元数愈多, 重叠的次

数也愈多, 因为只有这样才能模拟结点间的分离位

移。其结果是问题的自由度数大为增加[7 ] , 计算工作

量也会很大。

　　综上所述, 为发展破坏单元技术[8 ] , 寻求将空单

元与结点力松弛相结合的方法应是可取的选择。以

下将介绍松弛空单元中残余应力的原理并提供两类

常用情况下 (平面, 轴对称) 有关计算式以便于实行

有限元计算时采用。

1　松弛空单元中残余应力的原理
　　采用空单元技术模拟材料的损伤开裂时, 将限

定使用恒定应变的单元类型, 而不用等参单元。后者

将因同一单元内不同积分点上应力ö应变状态不同

形成取舍单元的困难。

　　从空单元排除残余应力所依据的主要原理是在

单元内边界的结点上施加反向结点力。下面将说明

确定反向结点力的过程与方法。已知在某一增量计

算之前空单元内的残余应力分量为 Ρ( i) ( i= 1, ⋯,

6)。实行增量计算之后拟松弛各分量为dΡ( i) , 其符号

与相应的 Ρ( i)相同, 那么可以取

dΡ( i) = p ( i) Ρ( i)　　 ( i = 1, ⋯, 6) (1a)

p ( i)为对应各应力分量的松弛百分数。如为各向同性

松弛, 则 p ( i) 可归为一数值; 而对于有取向性的松

弛, 则各值 p ( i)可以不同。为避免过度松弛可以取各

百分数为常数, 于是现时所存残余应力 Ρ( i)与初始实

行空单元中的残余应力 Ρ0
( i)之间的关系是

Ρ( i) = (1 - p ( i) ) N Ρ0
( i) (1b)

其中N 为空化某单元后的后继计算增量次数, 这样

Ρ( i)只会趋向零而不致越过零向相反方向发展。为消

除增量型计算中步长 ∃ t 的选取对应力松弛过程的

影响, 可以在后继计算中固定 ∃ t 值, 并以

Η( i) = p ( i) ö∃ t (1c)

形式表征各方向的松弛率。Η( i)各就是应力松弛过程

的主要“内变量”, 当 p ( i) 取为同一数值而不考虑损

伤的取向性时, 则 Η( i)也归为一个参数。

　　由给定的应力松弛量 (1a) , 可以确定相应的恢

复应变的变化量{dΕ}, 即

[D ]{dΕ} = - {dΡ} (2a)

右端项前的负号体现松弛应力的反向特点。由于松

弛过程主要将取决于 Η( i) 的选择, 刚度阵[D ]的一般

形式可以简化取为

[D ] = E

1　0　0　0　0　0

0　1　0　0　0　0

0　0　1　0　0　0

0　0　0　1　0　0

0　0　0　0　1　0

0　0　0　0　0　1

(2b)

其中 E 为弹性模量。这一形式可以形象地称为“杆

膜”体系, 即各方向的恢复应变的变化仅与相关方向

的应力松弛有关。轴向应力和应变构成“杆”系, 而剪

切应力和应变则是“膜”系。这样的系统可表征材料

损伤区的取向性, 也便于实际操作。

　　此后可按有限元方法由{dΕ}计算相应的恢复位

移量{∆}, 即

[B ]{∆} = {dΕ} (3)

矩阵 [B ]中各元素都是常量, 仅决定于结点坐标和

单元的面积。这里, 式 (3)中所包含的方程个数不足

以求解恢复位移。所差的方程可借助于单元的刚体

位移和刚体转动应为零的条件。以下将通过典型示

例予以说明。

　　最后一步是由已解出的恢复位移确定在排空单

元内结点上所应施加的反向松弛力

{f } = [K ]{∆}, [K ] = [B ]T [D ] [B ]S (4)
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(x jy k - x ky j )　 　 0　　　 (x ky i - x iy k)　 　0　　　 (x iy j - x j y i)　　　0

　 　0　 　 (x jy k - x ky j ) 　 　 0　 　 (x ky i - x iy k)　 　 0 　 　 (x iy j - x jy i)

(x k - x j )　　 (y k - y j )　　 (x i - x k)　　 (y i - y k)　　 (x j - x i) 　 (y j - y i)

du i

dv i

du j

dv j

duk

dv k

=

0

0

0

(5b)

其中 S 在二维问题中代表单元面积, 而在三维问题

中则是单元积体。{f }是作用在排空单元内结点上

的自平衡力系。在各个后继增量型计算中, 一方面不

使空单元再介入到总体刚度矩阵以避免“病态”化,

另一方面单元内应力松弛的效应会体现在被列入矩

阵右端载荷列中的松弛力{f }。

　　这样作法的合理性和简便性是显而易见的。它

避免了要预先埋设损伤开裂界面的烦琐[7 ] , 而是随

损伤随处理。处理的方法就是在损伤开裂所形成的

空单元内边界上施加松弛力。一旦某结点为空单元

所包围, 则该结点自动失去意义, 可处理为冗点。因

此, 随着损伤开裂的扩大化, 问题的总自由度数只可

能逐渐减少而不致增大[7 ]。松弛过程所涉及的“内变

量”Η( i) 的个数也不会比采用嵌入过程区法[3, 7 ]更多。

确定 Η( i)的最好方法就如前言中所述, 即采用数值模

拟与实验测定相结合的方法。

　　从本质上说, 式 (1) 和式 (2) 中各式提供了一种

以数值模型描述材料损伤行为的方法。它通过式

(3)和式 (4) 式规定作用于空单元内边界上的松弛

力, 从而再与材料的其他部分继续交互作用。它的可

模拟性和正确性可由实验标定和检验。对于含有界

面的材料, 界面需以界面层表示并以有限元离散。这

样可以避免引入界面剥离功的作法[6, 7 ]。与界面层有

关的材料参数可按情况取为不同于基体部分的参

数。

2　平面问题
　　设平面问题三角形单元的三个结点号为 i, j 和

k。达到局部损伤条件时, 单元内应力为 Ρ0
x x , Ρ0

y y 和

Σ0
x y , 有待在后继计算过程中逐次松弛。按 (1a) 选择

各项松弛量 dΡx x , dΡy y和 dΣx y。由 (2a) 可以相应确定

恢复应变的变化为 dΕx x , dΕy y和 dΧx y。

　　实行无量纲运算时, 通常可对 x 坐标和位移 u

除以长 l, 又对 y 坐标和位移 v 除以宽 b。取 Θ= löb。

利用三角形有限元知识可知式 (3) 的具体形式为式

(5a)

1
2∃

bi　 　0　 　bj　 　0　 　bk　 　0

0 　　ci　 　0　　 cj　 　0　 　ck

ciöΘ　Θbi 　 cj öΘ　 Θbj 　 cköΘ　Θbk

du i

dv i

du j

dv j

duk

dvk

=

dΕx x

dΕy y

dΧx y

(5a)

其中, bi= y j - y k , ci= x k - x j 等依次类推; ∃ 为三角

形面积 (已无量纲化)。

　　由刚体位移及刚体转动为零可提供另外三个补

充条件 (式 (5b)见上)。

　　通过式 (5a)和 (5b)可以解出 3 个结点上的 6 个

位移恢复量

du i = 2∃ Θ
1 + Θ2 Α1dΧx y + Α2dΕx x

dv i = 2∃ Θ
1 + Θ2 Α3dΧx y + Α4dΕy y

(6)

其中

　　Α1 = (akbj - a jbk) öA , Α2 = (a j ck - akcj ) öA

　　Α3 = (akcj - a jck) öB , Α4 = (a jbk - akbj ) öB

A = (akbj - a j bk) ci + (a ibk - akbi) cj + (a jci - a ibj ) ck

B = (akcj - a jck) bi + (a ick - akci) bj + (a jci - a icj ) bk

按 i, j , k 依次循环置换可以得到其他 4 个位移分量

的表达式。将结果代入到平面问题条件下的式 (4)就

可以确定空单元内结点上所应附加的反向松弛力。

3　轴对称问题
　　轴对称问题的三角形单元内有 4 个残余应力分

量 Ρ0
rr, Ρ0

ΗΗ, Ρ0
zz和 Σ0

rz。由于轴对称情况下单元的转动将

引起应变, 又不会有不形成环向应变的径向位移, 所

以约束刚体运动的条件可以表示为

du i = 0, dw i = 0 (或常量) (7)

　　与前相似, 为实行无量纲运算, 对径向坐标 r 和

位移 u 除以半径 R , 对轴向坐标 z 和位移w 则除以

长度 l。此时取 Θ= löR。再通过 (1a)和 (2)分别确定

松弛应力分量和恢复应变量后就可进入式 (3)运算。

考虑到约束条件 (7) , 可以消去两个位移分量, 从而

使式 (3)简化为
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1
2∃

bj　　0　　bk 　 0

f j　　0 　 f k 　 0

0　　 cj　　0 　 ck

cj öΘ　Θbj　cköΘ　Θbk

du j

dw j

duk

dw k

=

dΕrr

dΕΗΗ

dΕzz

dΧz r

(8)

其中, f j =
a j

r0
+ bj +

cjz 0

r0
, a j = rkz i- riz k , bj = z k - z i,

cj = ri- rk , r0= (ri+ rj + rk) ö3, z 0= (z i+ z j + z k) ö3,

依此类推。

由式 (8)可以立即解出

　　du j = 2∃ (dΕrrf k - dΕΗΗbk) ö(bj f k - bkf j )

　　duk = 2∃ (dΕΗΗbj - dΕrrf j ) ö(bj f k - bkf j )

　　dw j = (2∃dΕzzbk - Χck) öΘ(cjbk - ckbj )

　　dw k = (Χcj - 2∃dΕzzbj ) öΘ(cjbk - ckbj )

　　　Χ= 2∃Χz r - cju j öΘ- ckuköΘ

(9)

将式 (9)代入轴对称条件下的式 (4)就可导出反向松

弛力。

4　结束语
　　 (1) 从本文中的介绍和推论可见采用空单元结

合残余应力逐次松弛的模拟方法具有简明和便利的

特点。它可以用数值方法模拟损伤的起点, 损伤后的

应力松弛及损伤的取向性。

　　 (2) 作者曾以此方法成功地模拟出金属板材内

后分叉局部化带状颈缩的演化情况[5 ] , 并试验了不

同方向上取不同松弛率对材料韧性的影响。

　　 (3) 本文仅以此作为发展这项计算技术的启

动, 今后应以更多的实例计算显示和发挥这一新方

法的作用。
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