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摘　要　研究了正交铺设层合板的蠕变失稳问题. 为了更好地模拟实际情况, 在单层板的

本构关系中, 材料各主方向模量的松弛时间均取不同值, 并在建立控制方程时考虑了横向剪切

变形的影响. 通过理论分析, 得到了粘弹性层合板的瞬时弹性临界载荷和持久临界载荷. 并在算

例中首次利用时间增量方法得到了有初始挠度层合板在长期受载时的蠕变变形, 计算结果表明

了持久临界载荷对于粘弹性层合板的具体含义, 从而使粘弹性层合板的蠕变屈曲问题有了较为

完整的理论体系和数值方法. 而且这种理论分析方法和计算方法可用于解决其它复合材料粘弹

性板和壳的蠕变屈曲问题.
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1　引言

目前复合材料结构在航空结构中得到日益广泛的应用. 但是, 许多复合材料的一个较大

缺点就是在常温下具有明显的蠕变和松弛特性. 在受压情况下这个特性更加明显. 目前所使

用的以复合材料为主受力件的飞机由于使用时间都不长, 所以虽暴露出了一些问题, 但还不

至于酿成重大事故. 但随着使用时间的加长, 原有工艺、材料的缺陷 (如初曲度等) 在压力的

作用下将逐渐扩大. 对于某一组经常作用的载荷来说, 即便它低于瞬时弹性临界载荷, 但只

要作用时间足够长, 结构也可能发生蠕变屈曲破坏. 至今人们对粘弹性结构的蠕变屈曲问题

的研究还很不完善, 其原因在于粘弹性结构的蠕变屈曲不同于弹性结构的屈曲, 它是一个随

时间变化的过程, 其控制方程 (尤其是材料各主方向模量的松弛时间均不同时)很难求解. 不

少学者用弹性2粘弹性对应原理来解决粘弹性结构的响应问题, 但是, 对应原理的应用是有

条件的, 而且在很多情况下, 数学变换十分困难. 迄今为止, 人们已对粘弹性板的蠕变屈曲问

题做了一些研究, 其中有代表性的文献是: T royanovsk ii[ 1 ]研究了各向同性粘弹性薄板的蠕

变屈曲; 马麦斯捷尔[ 2 ]研究了各向异性粘弹性板的稳定性问题, 但却忽略了板沿纤维方向的

蠕变效应;W ilson 和V in son [ 3 ]研究了双边受压矩形粘弹性正交各向异性板的稳定性问题,

但在他们的分析中应用了准弹性近似, 忽略了材料的记忆行为, Sim s[ 4 ]也用类似方法做了研

究; Po tapov [ 5 ]确定了正交各向异性粘弹性板的瞬时弹性临界载荷和持久临界载荷, 但未给

出求粘弹性结构蠕变变形的数值方法. 总之, 对粘弹性层合板的蠕变屈曲还没有一个完整的

理论分析方法和数值方法. 本文通过理论分析得到了正交铺设层合板的瞬时弹性临界载荷

和持久临界载荷. 在算例中用时间增量法得到了有初始挠度粘弹性层合板在长期受载时的

蠕变变形. 由计算结果可得出持久临界载荷对于有初始小挠度粘弹性板的具体含义.
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2　理论推导

由R eissner 平板理论, 板的位移场可近似地表示成

V 1 (x , y , z , t) = z Ωx (x , y , t)

V 2 (x , y , z , t) = z Ωy (x , y , t)

V 3 (x , y , t) = W (x , y , t)

(1)

这里V 1、V 2 和V 3 分别是随时间变化的 x、y 和 z 方向的位移, Ωx 和 Ωy 分别是中面法线变形

后在 x z 平面和 y z 平面上的转角.

层合板的几何方程为

Εx x = z Ωx , x

Εy y = z Ωy , y

Εx y = z (Ωx , y + Ωy , x )

Εx z = Ωx + W , x

Εy z = Ωy + W , y

(2)

以 (x 1, x 2, x 3)表示笛卡尔坐标系统, x 1 的方向与单层板中纤维的铺设方向相同. 这种等效横

观各向同性复合材料的本构方程可由细观力学分析[ 6 ]确定为如下形式

Ρλ = E Εγ (3)

其中 Ρλ= (Ρλ11, Ρλ22, Ρλ33, Ρλ12, Ρλ13, Ρλ23) 是平均应力, Εγ= (Εγ11, Εγ22, Εγ33, 2Εγ12, 2Εγ13, 2Εγ23) 是平均应变, 并

且

E =

e11 e12 e12 0 0 0

e22 e23 0 0 0

e22 0 0 0

e44 0 0

symm e44 0

1
2

(e22 - e23)

(4)

式 (4) 中的 E 代表等效横观各向同性单向铺设复合材料的五个独立的弹性常数, 它们可用

纤维和基体的性质以及增强相体积含量来表示[ 6 ]. 可以得到描述粘弹性复合材料性质的五

个随时间变化的函数. 纤维和基体两相的性质可由Bo ltzm ann 叠加原理[ 7 ]表示, 以张量的卷

积形式表示为

Ρ(p )
ij ( t) = Q

(p )
ij k l ( t) Ε(p )

k l (0) +∫
t

0+ Q
(p )
ijk l ( t - Σ) Εα(p )

k l (Σ) dΣ= Q
(p )
ij k l 3 dΕk l (5)

其中Q
(p )
ijk l是 p 2相的松弛函数.“3 ”表示卷积. 通过利用细观力学分析和相域中的对应原理

以及拉氏反变换[ 8 ] , 可以得到单层板的随时间变化的松弛函数Q ij ( t). 单层板的本构方程的

形式与式 (5)相同, 只要用等效松弛函数Q ij ( t)代替相的松弛函数即可[ 9 ].

松弛函数Q ij ( t)可取为如下形式[ 9 ]

Q ij ( t) = ∆ + Κe- Χt (6)

其中 ∆ > 0, 　　Κ> 0, 　　Χ> 0.

　　层合板是由多层单层板叠合而成, 对于第 k 层有如下面内本构关系

[Ρ]k = [Q ]k 3 {dΕ}k (7)

其中 [Q ]k = [T ]Ρk [Q ] [T ]T
Ρk , 　　 (见文[10 ])
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对于层合板内力可表示为

(M x x ,M y y ,M x y ) =∫
hö2

- hö2
z (Ρx x , Ρy y , Ρx y ) dz

(N x x ,N y y ,N x y ,Q x x ,Q y y ) =∫
hö2

- hö2
(Ρx x , Ρy y , Ρx y , Ρx z , Ρy z ) dz

(8)

由式 (7)和式 (8)可推得层合板的内力及变形关系如下

N

M
=

A 　B

B 　D
3

dΕ0

dς
(9)

其中N ,M 为层合板内力, 子矩阵[A ]、[B ]和[D ]分别为面内刚度矩阵、耦合刚度矩阵和弯

曲刚度矩阵, Ε0 为层合板面内应变, ς 为中面曲率及扭率.

对粘弹性材料,A ij ,B ij和D ij定义为[ 9 ]

(A ij ≡A ij ( t) ,B ij ≡B ij ( t) ,D ij ≡D ij ( t) ) =∫
hö2

- hö2
Q ij ( t) (1, z , z 2) dz　　i, j = 1, 2, 6

(10)

由文献[9 ]可知层合板的横向剪切内力与剪应变之间的关系如下

Q y y

Q x x

= k
A 44　A 45

A 45　A 55

3
d (Ωy + W , y )

d (Ωx + W , x )
(11)

其中, k 是剪切校正系数.

A ij定义为[ 9 ]

A ij ≡A ij ( t) =∫
hö2

- hö2
Q ij ( t) dz , 　　　　i, j = 4, 5 (12)

其中

Q
(k)
44

Q
(k)
45

Q
(k)
55

=

Q
(k)
44 co s2Ηk + Q

(k )
55 sin2Ηk

(Q (k )
55 - Q

(k )
44 ) co sΗk sinΗk

Q
(k)
44 sin2Ηk + Q

(k)
55 co s2Ηk

, 　　　 (见文[11 ])

　　受面内单向压缩外载的层合板的平衡方程为

N x x , x + N x y , y = 0

N x y , x + N y y , y = 0

Q x x , x + Q y y , y - N 1W , x x = 0

M x x , x + M x y , y - Q x x = 0

M y y , y + M x y , x - Q y y = 0

(13)

其中N 1 是 x 方向的面内单向压缩外载.

对于四边简支正交铺设层合板[0°ö90°ö0°], (0≤x ≤a , 0≤y≤b) (图 1)

图 1　单向受压简支板

设位移函数为如下形式

·943·第 4 期　　　　　　　　　孙远翔等: 正交铺设层合板的蠕变屈曲分析　 　　　　　　　　　　　　



W (x , y , t) = sin
uΠx

a
sin

vΠy
b

f w ( t)

Ωx (x , y , t) = co s
uΠx

a
sin

vΠy
b

f x ( t)

Ωy (x , y , t) = sin
uΠx

a
co s

vΠy
b

f y ( t)

(14)

其中 u , v 是正整数.

令　Αu= uΠöa , 　Βv = vΠöb, 刚度B ij = A 16= A 26= D 16= D 26= A 45= 0.

这时式 (13)中的后三式与前两式完全解耦, 可以独立地求解, 即

M x x , x + M x y , y - Q x x = 0

M y y , y + M x y , x - Q y y = 0

Q x x , x + Q y y , y - N 1W , x x = 0

(15)

层合板的本构关系式变为

M x x

M y y

M x y

=

D 11 D 12 0

D 22 0

symm D 66

3
　 dΩx , x

　 dΩy , y

d (Ωx , y + Ωy , x )

和
Q y y

Q x x

= k
A 44 0

0 A 55

3
d (Ωy + W , y )

d (Ωx + W , x )
(16)

于是, 对于任意的 u 和 v , 方程 (15)中的各项有如下形式 (为书写简便, 省去脚标 u , v )

M x x , x = {Α2 [D 11x ( t) ] + ΑΒ[D 12y ( t) ]}CS

M x y , y = {ΑΒ[D 66y ( t) ] + Β2 [D 66x ( t) ]}CS

M x y , x = {Α2 [D 66y ( t) ] + ΑΒ[D 66x ( t) ]}S C

M y y , y = {ΑΒ[D 12x ( t) ] + Β2 [D 22y ( t) ]}S C

Q x x = k{Α[A 55w ( t) ] + [A 55x ( t) ]}CS

Q y y = k{Β[A 44w ( t) ] + [A 44y ( t) ]}S C

(17)

其中

S C = sinΑx co sΒy , 　CS = co sΑx sinΒy , 　S S = sinΑx sinΒy.

且

F ij q ( t) = F ij ( t) f q (0) +∫
t

0+ F ij ( t - Σ) f
õ

q (Σ) dΣ (18)

其中 F ij = A ij ,D ij. 脚码 q 代表 x , y ,w .

由式 (6)、式 (10)和式 (12)可知刚度A ij ( t)和D ij ( t)具有如下表达形式

F ij ( t) = G 0
ij + ∑

M

m = 1
Gm

ij e- rmij t (19)

其中 G 0
ij > 0, 　Gm

ij > 0, 　rm
ij > 0

由式 (19)可知

F ij (0) = G 0
ij + ∑

M

m = 1
Gm

ij

F ij (∞) = G 0
ij

(20)

F ij (0)称为瞬时刚度, F ij (∞)称为持久刚度.
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将式 (14)和式 (17)代入式 (15)得

[Z ]{f } =

Z 11 Z 12 Z 13

Z 22 Z 23

symm Z 33

f x

f y

f w

=

0

0

0

(21)

其中

Z 11 = Α2D 11 + Β2D 66 + A 55

Z 12 = ΑΒ(D 12 + D 66)

Z 13 = ΑA 55

Z 22 = Β2D 22 + Α2D 66 + A 44

Z 23 = ΒA 44

Z 33 = Α2A 55 + Β2A 44 - Α2N 1

用类似于文[5 ]中的方法, 在式 (21) 中分别用瞬时刚度 F ij (0) 和持久刚度 F ij (∞) 代替算子

F ij (F ij代表A ij和D ij )后, 可得到两个方程, 而所得两方程有非零解的条件是

det [Z ] = 0 (22)

解上式可得瞬时临界载荷N 0 和持久临界载荷N ∞.

3　算例

考虑有初始小挠度的四边简支正交铺设层合板[0°ö90°ö0°] (图 1). 板厚 h= 0. 375 mm ,

böh= 20, aöb= 3, 为简化计算, 设初始波形与蠕变失稳波形相同.

设初始挠度为

w 0 = f w 0 sinΑx sinΒy (23)

上式满足四边简支的边界条件.

f w 0 = hö15

剪切校正系数 k 取为 2ö3 [ 12 ].

设板为硼纤维增强环氧树脂基体板, 单层板的松弛函数Q ij ( t)取为[ 13 ]

Q 11 ( t) = 2. 002 × 105 + 1. 724 × 103e- (0. 3746×10- 3) t (M Pa)

Q 22 ( t) = 2. 215 × 103 + 4. 668 × 103e- (0. 3986×10- 3) t (M Pa)

Q 12 ( t) = 8. 924 × 102 + 1. 816 × 103e- (0. 3785×10- 3) t (M Pa)

Q 55 ( t) = Q 66 ( t) = 4. 773 × 102 + 1. 068 × 103e- (0. 4356×10- 3) t (M Pa)

Q 44 ( t) = 3. 67 × 102 + 8. 234 × 102e- (0. 4365×10- 3) t (M Pa)

其中时间 t 的单位是分钟.

由式 (22)可得

瞬时临界载荷N 0= 87. 13888 (N ömm )　　 (u= 2, v = 1)

持久临界载荷N ∞= 58. 42492 (N ömm )　　 (u= 2, v = 1)

所以,N ∞öN 0= 0. 67048.

建立板的平衡方程

M x x , x + M x y , y - Q x x = 0

M y y , y + M x y , x - Q y y = 0

Q x x , x + Q y y , y - N 1 (W + W 0) , x x = 0

(24)
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把式 (14)、式 (17)和式 (23)代入式 (24)可得

Z 11 Z 12 Z 13

Z 22 Z 23

symm Z 33

f x

f y

f w

=

　0

　0

Α2N 1f w 0

(25)

上式中用瞬时刚度 F ij (0)代替算子 F ij , 由 Gram er 法则可得弹性解: f x (0) , f y (0)和 f w (0).

为求得板在N 1 长期作用下蠕变变形, 采用时间增量法对式 (25)求解:

由式 (18)和式 (19)可推得

F ij q ( tn+ 1) - F ij q ( tn) = ∃F n
ij f q (0) + ∃N n

q

其中 tn+ 1= (n+ 1) ∃ t, tn= n∃ t, ∃ t 是时间增量, n 是正整数, 且 t0= 0

∃F n
ij = F ij ( tn+ 1) - F ij ( tn)

∃N n
q =∫

tn+ 1

0+ F ij ( tn+ 1 - Σ)
df q

dΣdΣ- ∫
tn

0+ F ij ( tn - Σ)
df q

dΣdΣ

类似于文[14 ]中的推导, 可得

∃N n
q = E ij ( t) ∃ f n

q - N n
ijq

其中

E ij ( t) = G 0
ij + ∑

M

m = 1

Gm
ij

rm
ij ∃ t 1 - e- rmij ∃ t

∃f n
q = f q ( tn+ 1) - f q ( tn)

N n
ijq = ∑

M

m = 1
1 - e- rmij ∃ t C nm

ijq

C nm
ijq = Gm

ij e- rmij tn∫
tn

0
ermij Σ df q

dΣdΣ

且

C nm
ijq = e- rmij ∃ tC

(n_ 1)m
ijq +

Gm
ij 1 - e- rmij ∃ t

rm
ij ∃ t

(f q ( tn) - f q ( tn- 1) )

将 tn+ 1= (n+ 1) ∃ t, 及 tn= n∃ t 分别代入式 (25) , 并将所得两式相减得

Y 11 Y 12 Y 13

Y 22 Y 23

symm Y 33

∃f n
x

∃f n
y

∃f n
w

=

R n
1

R n
2

R n
3

(26)

其中

Y 11 = Α2E 11 + Β2E 66 + E 55

Y 12 = ΑΒ(E 12 + E 66)

Y 13 = ΑE 55

Y 22 = Β2E 22 + Α2E 66 + E 44

Y 23 = ΒE 44

Y 33 = Α2E 55 + Β2E 44 - Α2N 1

R n
1 = - Α2∃D n

11f x (0) + Α2N n
11x - ΑΒ∃D n

12f y (0) + ΑΒN n
12y - Β2∃D n

66f x (0) + Β2N n
66x -

　　ΑΒ∃D n
66f y (0) + ΑΒN n

66y - ∃A n
55f x (0) + N n

55x - Α∃A n
55f w (0) + ΑN n

55w

R n
2 = - ΑΒ∃D n

12f x (0) + ΑΒN n
12x - Β2∃D n

22f y (0) + Β2N n
22y - ΑΒ∃D n

66f x (0) + ΑΒN n
66x -
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　　Α2∃D n
66f y (0) + Α2N n

66y - ∃A n
44f y (0) + N n

44y - Β∃A n
44f w (0) + ΒN n

44w

R n
3 = - Α∃A n

55f x (0) + ΑN n
55x - Β∃A n

44f y (0) + ΒN n
44y - Α2∃A n

55f w (0) + Α2N n
55w -

　　Β2∃A n
44f w (0) + Β2N n

44w

图 2　各种载荷值下的挠度2时间曲线

用 C ram er 法则可求得 ∃ f
n
x ,

∃ f
n
y 和 ∃ f

n
w.

利用 f
n+ 1
q = f

n
q+ ∃ f

n
q [ 其中

f
n
q = f q ( tn ) ], 可得到任意时刻

的 f q ( t)值.

图 (2) 为当N 1 取小于瞬时

失稳临界载荷N 0 的不同值时,

f w ( t) öf w 0随时间变化的曲线.

4　结果分析与结论

(1) 通过理论分析可知, 粘

弹性层合板的瞬时失稳临界载荷N 0 与相应的弹性板 (其刚度等于粘弹性层合板的瞬时刚

度)的临界载荷相同. 当外载N 1= N 0 时, 板在 t= 0 时就发生瞬时失稳.

(2) 除了瞬时失稳临界载荷N 0 外, 粘弹性板还具有持久临界载荷N ∞, 由式 (20) 可知,

粘弹性层合板的持久刚度 F ij (∞)小于瞬时刚度 F ij (0) , 因此, 持久临界载荷N ∞小于瞬时失

稳临界载荷N 0.

( 3) 由图 2 可看出, 当N ∞< N 1< N 0 (曲线 1、曲线 2) 时, 挠度的增长速度随时间而加

快; 当N 1= N ∞ (曲线 3) 时, 挠度以匀速发展; 而当N 1< N ∞ (曲线 4、曲线 5) 时, 挠度的增长

速度将随时间而逐渐衰减. 挠度的增长随时间而减慢的情况, 可以认为是板的稳定状态. 板

的不稳定状态, 是指它的挠度以越来越大的速度发展的情况 (即N ∞< N 1< N 0). 文献[ 1, 2 ]

对粘弹性结构得到了与本文意义相似的瞬时失稳临界载荷与持久临界载荷.

(4) 由曲线 4 和曲线 5 可知, 在N 1< N ∞情况下, 当 t 较大时, 用时间增量法计算所得的

f w ( t) 趋向于一个定值, 而这个定值与在式 (25) 中用持久刚度 F ij (∞) 代替算子 F ij后, 直接

用C ram er 法则求得的 f w (∞)相同. 这表明了算例中所使用的数值方法的正确性.

(5) 若在使用粘弹性结构时只考虑瞬时失稳临界载荷, 而不考虑持久临界载荷, 则结构

虽不发生瞬时失稳, 但有可能会在一段时间后发生蠕变失稳.
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CREEP BUCKL ING OF CROSS-PLY LAM INATED PLATES

Sun Yuanx iang　　3 M a H ezhong　　3 Gao Zhen tong　　Zhang Shuangyin
( Institu te of M echan ics, Ch inese A cad emy of S ciences, B eij ing , 100080)

(3 R esearch Institu te of S olid M echan ics, B eij ing U niversity of A eronau tics and A stronau tics, B eij ing , 100083)

Abstract　A creep buck ling analysis of cro ss2p ly lam ina ted p la tes is g iven. In o rder to

sim u la te the rea l condit ion s, the relaxa t ion t im e of m odu lu s in the p rincipa l o rien ta t ion s of

m ateria l is a rb it ra ry in con st itu t ive equat ion s of lam ina. In deriving the associa ted govern2
ing equat ion s tran sverse shear defo rm at ion s are inco rpo ra ted. By m ean s of theo ret ica l

ana lysis, the in stan taneou s crit ica l load and du rab le crit ica l load of viscoelast ic lam ina ted

p la tes are ob ta ined fo r the first t im e. In the exam p le a t im e2increm en ta lm athod is u sed fo r

the first t im e to ca lcu la te the defo rm at ion of the viscoelast ic lam ina ted p la tes w ith in it ia l

im perfect ion, sub jected to a con stan t com p ressive load fo r a long t im e. T he ca lcu la ted re2
su lt p resen ts the m ean ings of the du rab le crit ica l load. T hu s a m o re com p lete theo ret ica l

and ca lcu la t ing system of creep buck ling fo r viscoelast ic lam ina ted p la tes is ob ta ined.

M o reover, th is deducing and ca lcu la t ing m ethod can be u sed to so lve the creep buck ling

quest ion s of o ther viscoelast ic com po site p la tes and shells.

Key words　cro ss2p ly, lam ina ted p la tes, creep buck ling, in stan taneou s crit ica l load,

du rab le crit ica l load
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