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摘要!!提出了复杂流动相似准则的数值优化方法#即通过敏感性分析#从众多无量纲参数中筛
选控制流动的主要相似参数#给出了敏感因子的定义#讨论了敏感因子与无量纲量间的依赖关系#
并利用该方法对油藏渗流的相似准则进行研究#与理论分析进行对比#得到完全一致的结论#进
一步对模型与原型压力分布的误差进行了合理的解释#最后分析了流动参数对敏感因子的影响#
发现复杂流动的主要相似准则可能随实际流动参数的不同而变化#

关键词!!相似!优化!敏感性分析!复杂流动!模型

!!除理论研究(数值分析和现场观测外!物理模
型实验是研究自然界复杂流动问题的另一基本途

径#物理模型实验以相似理论为基础!从相似模型
的观测数据分析原型的流动规律#然而!相似模型
要求模型与原型中的所有无量纲参数必须完全一

致!这对于工业和环境中的复杂流动问题!如#多
尺度(多相(多组分流动!往往是难以满足的!因
为这类流动问题包含许多物理(化学参数&!!"’!且
涉及尺度变化(相间和组分间的物理(化学(甚至
生物过程&*’!而且更重要的是!与这些物理(化学
参数和过程有关的众多无量纲量之间往往相互矛

盾!或者在实验室很难满足#例如#模拟自然界的
水沙两相流动时!泥沙沉降和起动的相似准则是不
可能同时满足的"船舶运动的物理模拟实验中!

W?57<>数和 9>̂25/<4数不能同时保持与原型一
致&&’"对于多孔介质渗流!尤其是注水和注聚合物
开采石油的过程中!渗流运动不仅与岩层和流体的
性质有关!而且还涉及对流(扩散(相间物质交
换(界面吸附和解吸等&(!$’各种物理(化学过程!
无量纲参数往往多达数十个!且相互间常常不能保

持一致#因此!设计这类复杂流动的完全相似模型
几乎是不可能的#
郑哲敏(谈庆明&O’指出对于不能完全模拟的问

题!采用局部模拟常常是可行的!即对控制主要物
理现象和过程的无量纲参数进行完全模拟!而放松
对其他次要因素的要求!如#河流模拟往往不得不
放松几何相似要求而采用变态模型&’’#确定主要相
似准数的方法有两种#一种是基于物理分析的方
法!即根据所研究问题的物理实质确定主要相似准
数#U-̂/5?&A’对强爆炸问题的分析便是一个典型的
范例"郑哲敏&!%’基于对爆炸成形机理的深刻分析!
提出了爆炸成形模型律"=5-2&!!’研究了油藏工程
中水平井附近的三相非等温流动!从控制方程获得
了相似准则"P><5Z&&’对这类经典力学问题的相似
理论进行了精辟的论述#另一种是近来开始出现的
基于数值分析的方法!即通过研究目标函数对各相
似准数的敏感性来确定主要的相似准数#R-8M.2)
252&*’建立并利用生态系统的多相(多组分数学模
型!进行敏感性分析!研究了无量纲参数对系统生
物转换率 $H.5@?-2415?,-@.52?-@>4%的影响"彭克

OA"!



錝等&!"’初步研究了石油采收率对无量纲量的敏感

性!但他们所定义的敏感系数没有一般性!且没有
考虑到无量纲量的取值对敏感系数的影响#比较而
言!物理分析的方法要以对物理实质的深入分析为
基础!而数值方法则更具一般性!但目前这方面的
研究还只是初步的!有待进一步完善#
本文提出一种优选主要相似准数的普适数值优化

方法!即在确定目标函数后!利用数学模型研究目标
函数对每一无量纲量的敏感因子!根据敏感因子的大
小获得主要相似准数#给出了敏感因子的确切定义!
讨论了无量纲量取值对敏感因子的影响!以及利用有
量纲和无量纲数学模型进行敏感性分析的区别等#将
该方法应用于油藏渗流运动相似律的研究!得到的数
值结果与理论分析完全一致!并通过油藏压力分布的
误差分析!进一步论证了该方法的可行性#最后!还
研究了原油粘性(渗透率对敏感因子的影响#

$!相似准则的优化方法

对于一个多变量的复杂流动系统!目标函数可
表述为

4Y4$!!!!"!!*!0!!J%! $!%

其中4为某一目标函数!!U 表示描述该复杂流动的无
量纲量!UY!!"!*!0!J!J为无量纲量的个数"
如前所述!要设计一个合理而又可行的复杂流

动模型!必须明确其中的主要无量纲量!可以通过
目标函数对每一无量纲量的敏感性进行衡量!定义
敏感因子

(U Y "4
"!U

!UY!!"!0!J" $"%

敏感因子越大!与之对应的无量纲量对目标函数的
影响越大#因此!可以根据敏感因子的值来区分无
量纲量的主次关系#
值得注意的是!由于目标函数是所有无量纲量

的函数!且这种函数关系一般并不是线性的!因此
敏感因子也一定是所有无量纲量的函数!也就是
说!每一敏感因子会随它所对应的无量纲量的值而
变化#因此!即使是同一种复杂流动系统!如果流
动的尺度不同!无量纲参数会取不同的值!由敏感

因子确定的无量纲量的主次关系也会产生变化#
从应用的角度讲!有必要由物理量的相对变化

率来重新定义敏感因子!即

(U Y "$4)4I%
"$!U)!U!I%!UY!U!I

!UY!!"!0!J"$*%

这里!4Ik4$!!!I!!"!I!0!!J!I%!!U!I为第U个
无量纲量!U 的原型值!(U 表示当第U个无量纲量!U
取某一特定值!U!I时!目标函数4对!U 的敏感性#
一般来讲!对于复杂流动的情况!目标函数与

各无量纲量之间的函数关系很难显式地表达!因
此!敏感因子不能直接通过解析求导运算得到#此
时!可利用数学模型进行数值求解#但必需注意!
如果采用有量纲方程的数学模型!则某一有量纲量
的改变将导致所有与之有关的无量纲量的变化!由
此获得的敏感因子将没有意义#因此!在进行敏感
性分析时!应采用基于无量纲方程的数学模型!这
样通过改变某一无量纲量所得到的敏感因子便确实

排他地反映了该无量纲量对目标函数的影响#此
外!在数值求解敏感因子时!需要用差分近似式
$*%中的微分!由于目标函数与!U 之间的非线性关
系!!U 的变化不宜太大!本文取(!U)!U!Ik!B!其
中(!U 为模型第U个无量纲量与其原型值的偏离#

(!算例研究!典型油藏多孔介质流动的相似
准则

!!为了更清楚地说明本文提出的数值优化方法的可
行性!我们假设一个具有矩形规则边界的二维油藏!
如图!#其中布置有两口采油井!油藏边界?!和LA
为不透水边界!L?和A!为定压边界#该油藏中的
渗流运动具有解析解!且流动的相似准则可以从理论
上进行清晰的描述!便于检验本文的数学模型以及采
用数值优化方法所获得的有关相似准则的结论#该油
藏中的压力分布可由下述定解问题来描述#
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其中!%Y
8
&#*@
称为流度!8 为渗透率!&为介质的

孔隙度!#为原油粘性系数!*@表示原油和多孔介
质压缩效应的总压缩系数"$;,!I,%为采油井的位
置坐标![, 为采油井产量$应取负值%!如为正值!
则表示注入井的注入流量!$是=.?-8=>/@-函数!

/%!//和/.均为常数!分别表示边界压力和油藏
中的初始压力"

图$!矩形二维油藏及其中采油井位置示意图

(&$!理论分析
可以通过对基本方程的无量纲化来获得相似准

数#对于定解问题$&%所描述的二维流动!引入如下
无量纲参数
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其中!C和Q 分别为表征油藏渗流运动的长度尺度
和时间尺度!则得到无量纲压力方程
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显然!该方程中!!Y #[!
8$//\/%%

和!"Y #["
8$//\/%%

为两个相似准数!它们所表达的物理含义可理解
为#采油井的无量纲产量!或采油井单位厚度产量
与单位厚度油藏的平均渗流量之比#

为了在实验室准确模拟这种二维油藏中的压力

分布!必须设计一个完全相似模型!这就要求!模
型中的两个无量纲数!!!,!!"!,必须与原型中对应
的两个无量纲数!!!I!!"!I完全相等!这里下标 ,!

I分别表示模型和原型中的量$下同%#然而!如果
可以事先确定!!!I(!"!I!例如#采油井!的产量远
大于采油井"的情形!则由无量纲方程可知相对于
相似准数!!!!" 对压力分布的影响很小#在这种情
形下!如果放松或者甚至放弃对次要相似准数!" 的
相似要求!而仅考虑主要的相似条件!!!,k!!!I!则
由此局部相似模型得到的压力分布将可以近似地反

映原型压力分布的特征!而不至于有太大的误差#
这正是处理含多个相似准数(且相互之间不可能同
时满足的复杂流动相似问题的有效方法#即使所有
的相似准数可以同时满足$如这里的两个无量纲参
数间没有矛盾!如果实验设备精度足够!是可以保
证两者同时相似的%!也还有一个误差控制的问题!
对于对目标函数影响较大的敏感参数!必须严格控
制实验误差的范围#因此!对于复杂流动的相似问
题!重要的是要确定所有无量纲量的主次关系!以
区分哪些无量纲量的相似要求是必须满足的!哪些
无量纲量的限制是可以放松的#也即是说需要对主
要无量纲量进行组合优化分析!使模型的目标函数
以最小的误差与原型近似相似#建立数学模型!并
进行敏感性分析!是达到这一目的的有效途径#通
过数值分析!可以获得忽略某些次要相似准数给目
标函数带来的误差!同时!还可以确定#在保证目
标函数近似相似的前提下!次要相似准数可以被放
松的程度#下面!我们对上述典型渗流的相似规律
进行数值分析!以阐述数值方法的可行性#

(&(!数值模型验证
采用有限差分方法对方程$&%进行离散求解!

时间差分为前差格式(空间差分为中心格式!区域
剖分布置非均匀结构网格!在采油井附近进行网格
加密!以分辨采油井周围大梯度的压力分布#在

);\;,))$;*%"! 的 区 域!(;)$; Y%"%"!在

)I\I,))$I*%#!的区域!(I)$IY%"%"!其他区
域!(;)$;Y%"!!(I)$IY%"!#时间步长满足稳定

性条件(:+
$,.2$(;!(I%%"
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"
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考虑渗透率8(岩层孔隙度&(石油粘性系数

#以及总压缩系数*:均为常数的情况!此时!方程
$&%为一线性方程!应用分离变量法和=76-,>/原
理!可以得到压力的时空分布
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利用该解析解来验证数学模型!验证算例的参数选择
如表!算例-"图"给出了油藏中不同位置处压力随
时间的变化!实线为解析解(点据为数值解"由图可
见!除了采油井处压力时间过程的数值解与解析解略
有偏离外!其他典型空间点处两者完好符合!如果进
一步加密井周围的空间网格!这一误差会随之减小"

另外!由于初始压力分布是任意给定的!所以在起始
时刻附近!压力数值解与解析解也有一定偏离!但这
种由初始压力分布带来的影响随时间很快消失"当压
力基本不随时间变化时!其空间分布的数值解与解析
解比较如图*!两者的符合程度是令人满意的"

表$!算例参数表

算例 - H
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图(!油藏中不同位置!括弧内的数据为位置坐标"处压力随时间变化的数值解!以点表示"

与解析解!以实线表示"之比较
两口采油井分别位于$!(!"(%($*(!"(%处
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图)!!#"方向不同剖面上压力的空间分布
实线为解析解!点据为数值解!其中Ik"(的剖面经过两口采油井

(&)!压力分布对相似准数的敏感性分析
表!中算例H是算例-的一个缩尺模型!其几

何尺寸和流动参数均严格按照完全相似的条件来选

择!也就是说!算例H是算例-的一个完全相似模
型#为了便于说明问题!考虑采油井!的产量比采
油井"的产量大一个量级的情况!此时!!!!I(
!"!I#现讨论采油井无量纲产量对油藏中压力分布
过程的影响!即以压力为目标函数!分析压力对无
量纲量!!!!" 的敏感性#为此!根据$*%式定义
$;,!I,%点处压力的敏感因子为

(,̂U Y
$/,̂!,\/,̂!I%)/,̂!I
$!U!,\!U!I%)!U!I

!

,Y!!"!0!’;"̂ Y!!"!0!’I"UY!!"!$O%

其中’;!’I 为;!I方向的网格数#
为讨论压力空间分布的变化!对(,̂U进行空间平

均得到敏感因子(U!

(U Y

!
’;’I$

’;

,Y!
$
’I

^Y!
_$/,̂!,\/,̂!I%)/,̂!I_

_$!U!,\!U!I%)!U!I_
!UY!!""

$’%

上式中!分子表示模型与原型压力空间分布的平均

相对误差!分母表示模型无量纲量偏离原型的程
度#
以算例H为例!当模型$即算例H%的无量纲量

!U!,与原型$算例-%值!U!I有微小偏离$取)$!U!,c
!U!I%)!U!I)k!B%时!我们得到压力分布的敏感因
子(!Y%"$A!("Y%"%"&"可见!(!(("!这说明!
油藏中的压力分布更敏感地依赖于采油井!的无量
纲产量!在进行模型设计时!必须保证与采油井!
的产量相关的无量纲量!! 与原型完全一致!在此前
提下!即使与采油井"的产量相关的无量纲量!" 与
原型有一定偏离!也不至于导致模型压力分布与原
型太大的偏差#至此!我们从数值敏感性分析的角
度!得到了与"#!节理论分析完全一致的结论#

(&*!局部相似的误差分析
还可以从另外一个角度来解释这种敏感性分析

所反映的真实物理含义#如前所述!$’%式的分子
表示模型与原型压力空间分布的平均相对误差!这
里我们用)来表示!即

)Y !
’;’I$

’;

,Y!
$
’I

^Y!
_$/,̂!,\/,̂!I%)/,̂!I_! $A%

显然!如果!!!,k!!!I!且!"!,k!"!I!则)k%!即
模型中压力分布与原型完全相似#现考虑模型与原
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型近似相似的情形!此时!模型的压力分布只能近
似反映原型的情况!),%#
仍以算例-!H分别为原型和模型的情况为例!

来讨论两无量纲量对压力分布的平均相对误差)的
影响!为此!定义无量纲量的偏离系数!!Y!H)

!/!如果二无量纲量之一保持与原型一致!另一个
允许有一定偏离!则压力分布的平均相对误差)随
偏离系数! 的变化情况如图&所示#显然!图&

$-%!$H%中的)<! 关系分别反映了无量纲量!" 和

!! 与其原型值的偏离对压力分布的影响#易见!压
力分布的平均相对误差)显著地依赖于!! 偏离原
型的程度!而对!" 偏离原型的程度相对地不敏感#
如果仅考虑将平均相对误差)控制在(B以内!那
么当!!!,k!!!I时!!" 可以偏离原型多达"#’倍#
这再一次从数值分析的角度证明了"#!节理论分析
的结论#

图*!压力分布的平均相对误差#随模型无量纲量

偏离原型程度的变化

$-%!!!,k!!!I!!"!,k!!"!I"$H%!!!,k!!!!I!!"!,k!"!I

!!从以上分析可见!本文提出的数值方法不仅可
以获得复杂流动问题的主要相似准则!而且还可以
确定在近似相似的前提下!次要相似准数可以偏离
原型的程度#

(&+!流动参数对目标函数敏感性的影响
实际的复杂流动不仅涉及众多参数!而且各参数

变化的范围很大!如#油藏多孔介质渗流中!原油的
粘性可以从!*!%%%%,Q-14(而渗透系数可以低到

!,=!也可以高达!=#从第!节的分析!我们知道!
流动参数的改变可能影响目标函数的敏感性!甚至使
控制流动的无量纲量的主次关系发生变化#

为了进一步说明流动参数的影响!我们设计了
不同的原型油藏和相应的模型!以进行比较分析#
表"列出了设计油藏渗流运动的两个无量纲量的
值!算例!*!!的总压缩系数(孔隙度(几何尺
寸(边界条件(采油井产量以及无量纲渗流时间:-
等流动参数均相同!且各算例的两个无量纲量的比
值亦保持不变$!!)!"k!%%!仅渗透系数或原油粘

度(流动的时间尺度$QYC")%%不同#表"中算例

!即表!中的算例-!其渗透系数为!=(原油粘性
为",Q-14!以此为参照!减小渗透系数或增大原
油粘性便可以得到表"中的其他算例!如#算例$

表(!不同参数的算例及敏感因子

算例 ! " * & ( $ O ’ A !% !!

!! ! " & $ ’ !% !( "% !%% !%%% !%%%%

!" %#! %#" %#& %#$ %#’ !#% !#( "#% !% !%% !%%%

Q)4 !%%% "%%% &%%% $%%% ’%%% !%%%% !(%%% "%%%% !l!%( !l!%$ !l!%O

(! %#$A "#!! (#*A ’#%A (#$$ (#"O "#(( !#&O %#A$ %#’A %#’’

(" %#%"& %#%’A %#*( !#%O !#!* !#%( %#&$ %#"& %#!& %#!" %#!"

(!)(" "’#O% "*#O% !(#&% O#($ (#%! (#%" (#(& $#!" $#’$ O#&" O#**
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代表了渗透系数为%#!=(原油粘性为",Q-14$或
渗透系数为!=(原油粘性为"%,Q-14%的渗流运
动"而算例!!代表了渗透系数为%#%%%!=(原油粘
性为",Q-14$或渗透系数为!=(原油粘性为"%%%%
,Q-14%的渗流运动#因此!与算例!比较!算例!!
代表一种稠油或低渗油藏#
现仍以油藏中压力空间分布为目标!对各算例

进行类似于算例-的数值敏感性分析!得到不同流
动参数时!油藏压力分布的敏感因子如表"!两个敏
感因子随无量纲量取值的变化关系如图(#可见!油
藏性质或者说流动参数$此处主要指渗透系数和原
油粘性%对压力分布敏感因子的影响是显著的#由于
无量纲量!!!!" 之比不变!因此根据敏感因子来判
断!它们对压力分布影响的主次关系也没有变化!即

!! 对压力分布的影响起主导作用#但是!两敏感因子
的比值(!)(" 随无量纲量的值而变化$如图$%!图$
表明两者之主次程度对无量纲量值的依赖是明显

图+!目标函数对无量纲量的敏感因子

与无量纲量的关系

图,!敏感因子$$ 与$( 之比

与无量纲量的关系

的#因此!不同参数的油藏模型可以对次要无量纲量
放松的程度是不同的#对于稠油和低渗油藏!原油越
粘稠或渗透率越低!(!)(" 越小!模型对次要准数!"
的相似要求越严格!而此时因渗流量较小!相同的采
油井产量误差$绝对误差%会导致较大的压力误差!
或者说在相同的实验条件下!模拟的采油井产量与
现场产量的偏离较大#反之!对于稀油和高渗油藏!

(!)(" 较大!模型对!" 的相似要求相对较松!且因此
时渗流量较大!模拟的采油井产量精度较高#
对于涉及众多参数的更复杂情形!某一流动参

数往往出现在多个无量纲量中!则该参数的改变不
仅会导致无量纲量主次程度的变化!而且更为重要
的是!可能导致无量纲量主次关系的改变!即次要相
似准数变为主要者!或主要相似准数变为次要者#

)!结论

复杂流动涉及众多的参数和无量纲量!其完全
相似模型往往是不可能实现的#解决这类问题的方
法只能是寻找主要的相似准则!以设计局部相似模
型#本文提出一种数值优化方法!对选定的目标函数
进行数值敏感性分析!从而确定影响目标函数的主
要相似参数#讨论了该方法有关敏感因子的定义(其
与无量纲量的依赖关系(以及基于无量纲方程的数
学模型进行敏感性分析的必要性等关键问题#将该
方法应用于油藏多孔介质渗流!得到了与理论分析
一致的相似准则!证明该方法不仅便于确定复杂流
动的主要相似准则!而且可以界定在保证所关心的
目标函数近似相似的前提下!次要相似准数可以被
放松的程度#进一步研究表明!物理参数对敏感因子
的影响明显!不同参数条件下!流动相似准数的主次
程度不同!在某一工况下的主要相似参数!在另一种
工况下可能变为次要者!反之亦然#
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国家自然科学基金项目资助类型介绍!重大项目

重大项目主要用于支持科学发展中具有战略意义!我国具有优势!可望取得重大突破!达到或接近国际
先进水平的前沿性基础研究"支持国家经济发展亟待解决的重大科学问题!对开拓发展高新技术产业具有重
要影响或有重大应用前景的基础研究"支持围绕国家可持续发展战略目标或为国家宏观决策提供依据的重要
基础性研究!以及具有广泛深远影响的科学数据积累等基础性工作"支持自然科学基金面上(重点项目多年资
助基础上凝练出来的(需加大资助力度!即可望取得重大突破的重大科学问题研究#
重大项目主要瞄准国家目标!把握世界科学前沿!根据国家经济(社会(科技发展的需要!重点选择具有

战略意义的重大科学问题!组织学科交叉研究和多学科综合研究!进一步提升源头创新能力#重大项目采取
统一规划(分批立项的方式!自然科学基金委各科学部根据国家基础研究发展战略和自然科学基金委优先资
助领域!在深入研讨和广泛征求科学家意见的基础上!征询科学部专家咨询委员会的意见!提出重大项目立
项领域建议#跨科学部重大项目的立项领域建议应由两个以上$含两个%科学部联合提出#这些研究领域建议
按照规定程序差额遴选!最终由自然科学基金委委务会议审定批准立项#
自然科学基金委不定期发布-重大项目申请指南.!引导研究人员进行项目申请#
重大项目目前的资助强度一般在每项’%%万元左右!资助期限为&*(年#
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