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　　对非线性系统提出了高精度的精细积分任意项外插多步法的计算公式. 本方法只需增加插值项数即可提高计

算精度 ,同时不会增加过大的计算量 ,发展完善了精细积分法. 将本方法应用于混沌方程中 ,取得了较好的效果. 数

值计算结果表明 ,该方法是一种高精度、高效率的方法 ,在求解混沌系统上比传统方法有很大的优势.
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11引 言

近年来非线性系统在数值计算[1 ,2 ]和控制[3 ,4 ] 等

方面取得了相当大的进展. 但一些数值计算方法在

处理非线性系统时计算效率较低 ,所以建立新的高

精度、高效率及稳定性好的数值计算方法有着重要

的科学意义和实际应用价值.

文献[5 ]提出了求解常微分方程的精细时程积

分法 ,这种方法放弃了传统的差分格式 ,对有限的步

长又进一步作了 2
N 个 ( N 为正整数) 细化 ,是一种

高精度绝对稳定的显式积分格式. 该方法已经应用

于非线性动力学研究中[6 ,7 ]
. 在目前的精细积分应用

中 ,非齐次项在时间步长 ( tk , tk + 1 ) 内近似为 tk 时刻

的值 ,称为精细积分单步法 ,精细积分单步法局部截

断误差是 O ( h
2 ) . 或者把非齐次项在时间步长 ( tk ,

tk + 1 )内近似为一线性函数. 文献 [ 8 ]将非齐次项在

时间步长 ( tk , tk + 1 ) 内近似为一插值函数 ,称为精细

积分外插法. 外插法是指在插值点 tk - i , ⋯tk - 1 , tk

之外 ,仍以插值函数的值近似为其精确值. 但文献

[8 ]没有提出任意项外插多步法 ,并且精细积分外插

算法的实现和应用还未见报道. 本文在文献[8 ]的基

础上 ,提出了非线性系统的任意项精细积分外插多

步法的计算公式 ,采用任意精度计算算法和通过编

制高效递归算法程序 ,实现了任意项精细积分外插

多步法 ,并将本文方法应用于混沌方程中 ,取得了较

好的效果. 数值计算结果表明 ,本文的方法是一种高

精度、高效率的方法 ,在求解混沌系统上比传统方法

有很大的优势 ,通过外插多步法的精确求解有助于

对混沌系统的分析.

21 非线性系统的精细积分任意项外插
多步法

　　对一非线性系统

y
·

= f ( y , t) 　　t ∈[ a , b ] , | y | < ∞,

y (0) = y0 ,
(1)

其中 t ∈R , y = ( y1 , y2 , ⋯, yn ) T ∈R
n

, y 是 n 维的待

求向量 , f = ( f 1 , f 2 , ⋯, f n ) T
. 引进任意一个满秩定常

矩阵 H , H ∈R
n ×n

,将 (1)式进行等价变换 ,则有

y
·

= Hy + F ( t) ,

y (0) = y0 ,
(2)

其中 F ( t) = f ( t , y ( t) ) - Hy .

经此等价变换 ,将方程中的非线性项作为非齐

次处理. 对方程 (2)进行积分 ,得方程 (2)的求解公式

成为
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y ( t) = exp ( Ht) ·y (0)

+∫
t

0
exp H ( t - τ) ·F(τ) dτ. (3)

　　对方程 (3)进行离散化方法 ,并令 tk + 1 = tk + h ,

h 为积分步长 , tk 时刻的 y ( tk ) 用 yk 表示 , k = 0 ,1 ,

2 , ⋯, n ,在 tk + 1时刻 (3)式的精确离散积分形式为

yk +1 = exp ( Hh) ·yk

+∫
h

0
exp H ( h - τ) ·F ( tk +τ) dτ. (4)

令 T = exp ( Hh) ,采用 2
N 类算法实现指数矩阵 T 的

精细计算[8 ] .

令Δt = hΠ2N ( N 为正整数 ) ,可以用截断的

Taylor 展开式去近似 exp ( HΔt) .

exp ( HΔt) = I + HΔt + ( HΔt)
2Π2 + ⋯

+ ( HΔt)
nΠn ! = I + Ta ,

则

T = (exp ( HΔt) ) 2
N

= ( I + Ta ) 2
N - 1

×( I + Ta ) 2
N - 1

. (5)

　　这样分解一直做 N 次 ,用 N 次矩阵相乘得到矩

阵 T 中的非单位矩阵部分. (4) 式是精细积分的一

般公式 ,有了 T 矩阵 ,精细积分的关键是 (4) 式中的

∫
h

0
exp H( h - τ) ·F( tk +τ) dτ.

精细积分外插法是用已求出的 tk - i , ⋯, tk - 1 , tk

时刻的值 yk - i , ⋯, yk - 1 , yk 来构造 F ( t , y ( t) ) 的插

值函数. 假设节点 tk - i , ⋯, tk - 1 , tk 上解的近似值 yj

≈ y ( tj )已经求出 ,由 F ( t) = f ( t , y ( t) ) - Hy ,得 Fj

≈ f ( tj , y ( tj ) ) - Hy ( tj ) , j = k - i , ⋯, k - 1 , k . 由 i

+ 1 对值 ( tk , Fk ) , ( tk - 1 , Fk - 1 ) , ⋯, ( tk - i , Fk - i ) ( i <

k)来构造 F ( t)牛顿等距插值多项式.

令 t = tk +τh , F ( t)的牛顿等距插值函数

Pik ( t) = Pik ( tk +τh)

= ∑
i

j = 0

( - 1) j - τ

j
Δj

Fk - j , (6)

(6)式采用了下式的符号约定 :

k

j
=

k ( k - 1) ⋯( k - j + 1)
j !

,

且
k

0
= 1. (7)

　　将牛顿等距插值函数 Pik ( t) , t ∈[ tk , tk + 1 ]近似

代替 (4)式的 F ( t) ,并根据差商的性质将 (6) 式中的

函数 Fk - j在节点 tk - j 上的 j 阶向前差分Δj
Fk - j 用其

函数 F 的值表示 ,则 (4)式成为

yk +1 = exp ( Hy) ·yk

+ h 6
i

s = 0

( - 1) s 6
i

j = s

bj

j

s
Fk - s , (8)

其中

bj =∫
1

0
exp Hh (1 - τ) ·( - 1) j - τ

j
dτ. (9)

令

βis = ( - 1) s 6
i

j = s

bj

j

s
,

则精细积分的多步法的公式为

yk +1 = exp ( Hh) ·yk + h 6
i

s = 0

βis Fk - s . (10)

　　(9)式是积分运算 ,不具备由计算机实现任意项

外插计算的. 对 (9)式作如下变形 , 令

A =
H

- 1

h
, T = exp ( Hh) ,

bj =∫
1

0
exp Hh (1 - τ) ·( - 1) j - τ

j
dτ

= ( - 1) j ( - A)∫
1

0
[exp Hh (1 - τ) ]′

- τ

j
dτ

= ( - 1) j ( - A) exp Hh (1 - τ)
- τ

j

1

0

- ∫
1

0
exp Hh (1 - τ)

- τ

j

′

dτ

…

= ( - 1) j ( - 1) 0 ( - A) 1
exp Hh (1 - τ)

- τ

j

1

0

+ ( - 1) 1 ( - A) 2
exp Hh (1 - τ)

- τ

j

′ 1

0

+ ⋯

+ ( - 1) j ( - A) j +1 exp Hh (1 - τ)
- τ

j

( j) 1

0

= ( - 1) j 6
j

s = 0

( - A
s +1 ) I ·

- τ

j

( s)

τ= 1

- T ·
- τ

j

( s)

τ= 0

, (11)

式中

- τ

j

( s)

τ= 1

是
( - τ) ( - τ- 1) ⋯( - τ- j + 1)

j !
的 s

阶导数在τ= 1 处的值 ,
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- τ

j

( s)

τ= 0

是
( - τ) ( - τ- 1) ⋯( - τ- j + 1)

j !
的 s

阶导数在τ= 0 处的值 ,将 bj 的积分运算转换为求

和运算 ,才使计算机实现任意项外插系数求解成为

可能. 使用 ( i + 1) 个插值点构造的精细积分多步法

的局部截断误差的阶可达到 O ( h
i + 2 ) .

本文在实现任意项外插多步法的过程中发现

(11)式中求和各项的值非常接近 ,因此在其各项的

相减过程中 ,使得 bj 的计算存在精度损失 ,精度的

损失大约在每项 6 位有效数字. 因此本文采用任意

精度计算算法解决计算精度不足的问题. 在实现任

意项精细积分外插法的过程中 ,对矩阵 T 的求解也

需要高精度值 ,因此将对矩阵 T 的求解也改写成了

任意精度运算算法. 在求解 bj 时 ,求解的关键是要

计算
- τ

j

( s)

τ= 1

和
- τ

j

( s)

τ= 0

,本文通过编制高

效递归算法程序一次实现对
- τ

j
的全部 1 —j 阶

导数 ,这部分需要乘法运算的次数较多 ,但是 bj 不

依赖于函数值 Fk - i , ⋯, Fk - 1 , Fk 和 yk - i , ⋯, yk - 1 ,

⋯, yk ,可预先求出.

31 精细积分任意项外插多步法运算量
分析

　　由于目前公认 Runge2Kutta 法是计算效果比较

好的算法 ,所以将本文方法计算量与 Runge2Kutta 法

计算量进行比较.

由 (10)式可见 ,精细积分外差多步法每步运算

只需要计算一次 F ( t , y) . 每步计算量为 1 次 F ( t ,

y) , ( i + 2)次乘法 ( i + 1 次βis·Fk - s和 1 次 T·yk ) 以

及 i 次加法 ( 6
i

s = 0
) 的计算量. T ,βis 不依赖于函数值

Fk - i , ⋯, Fk - 1 , Fk 和 yk - i , ⋯, yk - 1 , yk ,可预先求出.

根据实际计算情况 , F ( t , y)的计算量是其总计算量

的主要部分 ,尤其是当 F ( t , y) 很复杂时 ,其计算量

将占总计算量的绝大部分.

相比较 4 阶 Runge2Kutta 法 ,从 4 阶 Runge2Kutta

法计算公式可见 ,每步运算中仅利用一次上一步的

函数计算结果. 4 阶 Runge2Kutta 法的每步计算量为

3 次求函数值运算 ,6 次乘法和 6 次加法. 此时 4 阶

Runge2Kutta 法的局部截断误差为 O ( h
5 ) . 要使精细

积分法的局部截断误差为 O ( h
5 ) ,需要外插 4 项 ,即

i = 3 ,此时精细积分法多步法的每步计算量为 1 次

F ( t , y) ,5 次乘法 (4 次βis ·Fk - s 和 1 次 T·yk ) 和 3

次加法. 可见在相同的局部截断误差条件下精细积

分多步法比 Runge2Kutta 法计算量要少.

41 精细积分任意项外插多步法在混沌
方程中的应用

　　算例 1 　超混沌 RÊssler 系统模型[9 ]

x
·= - y - z ,

y
·= x + 0. 25 y + w ,

z
·= 3 + xz ,

w
·

= - 0. 5 z + 0. 05w , (12)

其中 ,初值为 x (0) = - 18. 8503 , y (0) = - 29. 5013 ,

z (0) = 0. 1483 , w (0) = 30. 1428.

使用四 —五阶变步长 Runge2Kutta 方法与本文

方法相比较 . 图 1 —3 分别是外插多步法在 h =

01001 步长下 ,外插项分别取 2 ,3 ,4 项时 ,本文方法

和 Runge2Kutta 法计算 y 值的对比图 ,Runge2Kutta 法

的相对误差是 10
- 15

. 由图 1 —3 可看出外插 2 项时 ,

在 t = 4715 时出现偏差 ;外插 3 项时 ,在 t = 78 时出

现偏差 ;外插 4 项时 ,在 t = 106 时出现偏差. 外插 5

项时 ,在对比时间内 ( t = 0 ⋯120) 已完全吻合 ,图 4

为 Runge2Kutta 法和本文外插 5 项、步长为 01001 计

算方程 (12)得变量 y 和 w 的结果对比 ,计算结果相

比吻合非常好.

图 1 　外插 2 项时本文方法与 Runge2Kutta 法计算结果比较

图 2 　外插 3 项时本文方法与 Runge2Kutta 法计算结果比较
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图 3 　外插 4 项时本文方法与 Runge2Kutta 法计算结果比较

图 4 　本文方法 ( ⋯)与 Runge2Kutta 法 ( —)计算方程 (12)结果比较

　　算例 2 　心脏2血液耦合动力学方程

一种心脏2血液耦合动力系统混沌同步模

型[10 ] ,由心脏自持张弛振荡、血液在心脏内的流体

动力学和窦房结自律性振动三部分相互耦合 ,其基

本方程是 7 维非线性系统 ,即

x
·

1 = - Ex2 - Ex1 + Bx4 ,

x
·

2 = Ax1 - x2 - x1 x3 ,

x
·

3 = x1 x2 - Gx3 ,

x
·

4 = P1 x5 + P2 x4 - P3 x
3
4 + Mx7 ,

x
·

5 = - P1 x4 + Dx1 ,

x
·

6 = P0 x7 + 5. 0 x6 - 6. 0 ×10
4

x
3
6 + Hx1 ,

x
·

7 = - P0 x6 - Mx4 ,

(13)

其中 ,参数 E = 16. 0 , A = 45. 92 , B = 5. 0 保持不变 ,

系数选取为五组 :

1. G = 4. 0 , P0 = 10. 0 , P1 = 3. 4 , P2 = 60. 0 , P3

= 12. 0 ×10
5

, M = 1. 5 , D = 0. 012 , H = 0. 012 ;

2. G = 0. 25 , P0 = 9. 8 , P1 = 3. 4 , P2 = 18. 0 , P3

= 6. 0 ×10
5

, M = 1. 5 , D = 0. 012 , H = 0. 012 ;

3. G = 0. 25 , P0 = 10. 0 , P1 = 3. 4 , P2 = 18. 0 , P3

= 6. 0 ×10
5

, M = 1. 5 , D = 0. 012 , H = 0. 012 ;

4. G = 0. 25 , P0 = 9. 8 , P1 = 3. 4 , P2 = 60. 0 , P3

= 6. 0 ×10
5

, M = 1. 5 , D = 0. 012 , H = 0. 012 ;

5. G = 0. 25 , P0 = 10. 0 , P1 = 3. 4 , P2 = 60. 0 , P3

= 6. 0 ×105 , M = 1. 5 , D = 0. 012 , H = 0. 012.

图 5 是系数取第 2 组时 Runge2Kutta 法和本文

方法计算方程 (13)得变量 x4 , x5 , x7 结果对比. 图中

Runge2Kutta 法相对误差是 10
- 15

,本文插值项取为 4

项 ,步长为 010001.

图 5 　本文方法 ( ⋯) 与 Runge2Kutta 法 ( —) 计算方程 (13) 第 2

组系数结果比较

由文献[10 ]可知方程 (13) 为三系统耦合方程 ,

为了准确地分析系统状态 ,分别从三系统中选取变

量 x2 , x4 , x7 构成相图 ,以分析系统状态. 图 6 是由

外差多步法获得第 4 组系数时 x2 , x4 , x7 构成的相

图 ,可见此时系统处于混沌状态.

图 6 　方程 (13)第 4 组系数的 x2 , x4 , x7 相图

表 1 给出本文方法与文献[ 2 ]获得 5 组系数对

应的状态. 当系数取第 4 或第 5 组时 ,文献 [ 2 ]不能

确定李雅普诺夫特性指数 (LCE) 为正为零的个数 ,

所以不能判定此时系统的状态. 本文通过数值计算 ,

由 x2 , x4 , x7 构成相图来确定系统的状态. 由此可看

出 ,通过任意项外插多步法的精确求解将有助于对

混沌系统的分析.
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表 1 　方程 (13) 5 组系数对应的状态

系数
系 统 状 态

本文方法 文献[2 ]

1 混沌 混沌

2 极限环 极限环

3 极限环 极限环

4 混沌 不确定

5 极限环 不确定

对算例 1 函数 F 形式简单 ,Runge2Kutta 法和本

文外插法耗时均为 2s. 而对算例 2 函数 F 形式相对

复杂 ,Runge2Kutta 法耗时 122s ,本文外插法耗时仅为

35s.

51结 论

应用任意项精细积分外插多步法 ,可通过增加

插值项数方便地增加局部截断误差的阶次. 同时与

Runge2Kutta 法相比 ,增加外插项数不会带来过大的

计算量变化. 本文的工作发展完善了精细积分 ,同时

较好地解决了传统方法提高精度带来的计算量过大

的问题. 精细积分多步法是一种高精度、高效率的计

算方法 ,尤其适合复杂系统分析. 精细积分外差多步

法是求解混沌系统的一种有效方法 ,可进一步推广

应用于其他非线性系统中.
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Abstract

The free2item extrapolated multistep method for precise integration is proposed for a nonlinear system , and the calculation

formula for the free - item extrapolated multistep method is obtained. The accuracy of the extrapolated multistep method can be

improved through increasing the number of extrapolated points ; at the same time , evaluations cannot be increased too much. The

precise integration method has been developed and perfected by the present studies. When the method is applied to a chaotic

system , the result is admirable. Numerical calculations show that the present method is high by accurate and computationally

efficient . It has more advantages than the traditional methods in the analysis of a chaotic system.
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