
　1999 年 5 月

水 　　利 　　学 　　报

SHU IL I 　　XU EBAO 第 5 期

高速掺气水流的压缩性准则
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摘 　要 　本文利用双流体连续介质模型建立了高速掺气水流基本方程 , 通过量级分析等方法研究了高速掺气水

流的压缩性准则 . 在定常均质掺气水流中 , 绝热 Mach 数 M 决定着压缩性效应的强弱 : M < 013 时流动可视为不

可压的 ; 否则需要考虑压缩性效应.
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随着坝工技术的提高和水电建设事业的发展 , 世界上高坝建设发展迅速 , 坝高不仅突破了 200m ,

而且已进入 300m 级 ; 这一趋势在中国更为突出[1 ,2 ] . 由于落差增大 , 水工建筑物渲泄的水流速度相

应增大 , 甚至超过 50m/ s. 这么高速的水流处在大气环境中必然呈现为剧烈的掺气状态. 大量研究表

明 , 掺入的空气极大地增强了水流的可压缩性 , 使得其中的声速远小于单相的水或空气中的声速 , 最

低约 20m/ s[3 ] . 这使得掺气水流在很低的流速 (相对于气体动力学中有明显压缩性效应的流速而言)

时就表现出很强的可压缩性[4 ] . Cain & Wood[5 ]在对高速掺气水流的原型观测中发现 , 流速很大时确

实需要考虑压缩性的影响. 因此 , 必须加强对高速掺气水流压缩性效应的研究 , 探索其运动规律 , 从

而找出控制和利用此类流动现象的途径.

本文利用双流体连续介质模型建立高速掺气水流的基本方程 , 通过量级分析等方法确定高速掺气

水流的压缩性准则 , 为进一步研究提供必要的基础.

1 　高速掺气水流基本方程

掺气水流是一种复杂的气/ 液两相流动现象 , 双流体连续介质模型是目前描述此类流动最常用、

最可信赖的方法[6 ] . 该模型假设各相在其占据的局部时空范围内都满足连续介质条件 , 从而建立各

相局部的、瞬时的控制方程和相界面间断关系 , 然后利用适当的平均化方法得出宏观的两相流动方程

和各种相间作用的表达式 , 进而实现对两相流动的理论分析和数值模型. 不过 , 平均化过程在简化对

流动的描述的同时 , 不可避免地抹杀了大量的流动细微结构的信息 , 导致宏观平均的两相流动方程不

封闭 ; 另外 , 这样所得的两相流动方程 (尤其是相间作用) 形式很复杂 , 难以直接用来解决具体的流

动问题. 因此 , 为得到实用的流动方程 , 需要结合特定流动的实际情况 , 引入合理的近似假设和正确

的本构关系.

针对水工高速掺气水流流速高、气泡尺寸大[5 ]等特点 , 假设 : (1) 流动中无相变发生 ; (2) 水

相等温、不可压缩 ; (3) 气相为完全气体 , 流动中绝热 ; (4) 局部静压平衡 , 即平均化后流场内同一

点处各相内部压强与相界面压强相等 ; (5) 忽略粘性应力、附加应力、附加热流通量及脉动动能 ;

(6) 相间动量传递由粘性阻力与附加质量力承担. 这样可得如下封闭的、宏观平均的高速掺气水流基

本方程[7 ] :

5
5 t

(αkρk) +

Δ·(αkρk�uk) = 0 , (1)
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Δ·(αkρk�uk�uk) = - αk

Δ

p +αkρk�g + �Fk , (2)

d1 s

d t
=

cV (γ - 1) �F1 ·�u r

αp
, (3)

p = ρ1 R T1 , (4)

�F1 = - �F2 = α(1 - α)ρ2 [4112 (1 - α) | �u r | �u r - CV M (
d2 �u1

d t
-

d1 �u2

d t
) ] , (5)

式中 , α1 =α, α2 = 1 - α,
d k

d t
=

5
5 t

+ �u k·

Δ

, α、ρ、�u 、p、�g、�F、CV M和 T 分别表示掺气浓度、密

度、速度、压强、重力加速度、广义相间力、附加质量系数和温度 , 下标 1、2 分别表示气相和水相 ,

CV 、γ和 R 分别表示空气的定容比热、比热比和气体常数 , �u r = �u2 - �u1 为相间滑移速度 , s = CV ln

( p/ργ
1) 为气相的 (类) 熵.

压缩性效应是水气两相混合物的整体表现 , 因此 , 空义混合密度ρ=αρ1 + (1 - α) ρ2 和混合速

度 �u = [αρ1 �u1 + (1 - α) ρ2 �u2 ] /ρ, 相应的控制方程由式 (1) 、(2) 分别对 k = 1 , 2 求和得出 :

5ρ
5 t

+

Δ·(ρ�u) = 0 , (6)

5
5 t

(ρ�u) +

Δ·(ρ�u�u) = -

Δ

p +ρ�g -

Δ·
α( - α)ρ1ρ2 �u r�u r

ρ . (7)

　　掺气水流中 , ρ1/ρ2～10 - 3 , �u1～�u2 , 只要α不是很接近于 1 , 则总有ρ≈ (1 - α) ρ2 , �u≈ �u2 .

这样 , 由式 (6) 可得 :

dα
d t

=
5α
5 t

+ �u · Δα≈ (1 - α) Δ·�u . (8)

式 (7) 右端最后一项可近似表示为 - Δ· (αρ1 �u r�u r) , 式 (3) 可表示为 :

d s
d t

= �u r ·[
Δ

s + CV (γ - 1)
�F1

αp
]. (9)

最后 , 掺气水流中的声速可由 Wood 绝热公式确定[3 ] :

a2 =
ρ1 a2

1

αρ =
γp
αρ. (10)

2 　高速掺气水流的压缩性准则

压缩性效应的一个显著表现是流体介质密度的变化. 对于掺气水流 , 由式 (6) 可得 :

Δ·�u = -
1
ρ

dρ
d t

. (11)

这样 , 通过分析混合速度散度的量级可以判定混合密度变化的大小 , 从而确定必须考虑压缩性效应的

条件 , 即掺气水流的压缩性准则. 此外 , 利用混合密度的定义及式 (8) 可得 :

Δ·�u = -
1
ρ

dρ
d t

≈ -
α
ρ1

dρ1

d t
. (12)

此式表明掺气水流的压缩性效应主要来自气相的可压缩性 ; 但和单相气流不同 , 掺气水流的压缩性效

应还受到掺气浓度的影响.

利用前节的定义及公式 , 经过繁复的推导 , 可得[7 ] :

Δ·�u =
1

ρa2
ρ
2

5 u2

5 t
+

CV M (γ - 1)ρ
2

5 u2
r

5 t
-

5 p
5 t

- ρ�u ·�g

+
ρ
2

�u · Δ

u2 +
CV M (γ - 1)ρ

2
�u · Δ

u2
r + �u ·[

Δ·(αρ1 �u r�u r) ]

- CV M (γ- 1)ρ�u r ·( �u r ·

Δ�u) + 4112 (γ - 1)ρ(1 - α) 2 u3
r +

p�u r ·

Δ

s

CV
, (13)
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式中 , u = | �u | , u r = | �u r| .

选择如下变量作为相应量的特征值将式 (13) 无量纲化 : u0 、l0 、t0 、ρ0 、a0 、α0 或 (1 - α0) 、

ρ10、s0 、u r0和 g0 , 其中 , 特征速度 u0 表示在特征长度 l0 内发生的速度变化的量级. 此外 , 可压缩

流体介质内压力扰动是以声速传播的 , 利用动量定理可知压力的特征值应为ρ0 a0 u0 . 这样可得式

(13) 的无量纲形式为 :

Δ3·�u 3 =
a2

0

a2

l0

a0 t0
(

M 0

2
5 u 3 2

5 t 3 +
CV M (γ - 1)δ2

0 M 0

2
5 u 3 2

r

5 t 3 -
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ρ
5 p 3

5 t 3 )

+
a2

0

a2 -
g0 l0

a2
0

�u 3 ·�g 3 +
M 2

0

2
�u 3 · Δ3u 3 2 +

CV M (γ - 1)δ2
0 M 2

0

2
�u 3 · Δ3u 3 2

r

+
α0ρ10

ρ0

ρ0

ρδ
2
0 M 2

0 �u 3 ·[

Δ3·(α3ρ3
1 �u 3

r �u 3
r ) ] - CV M (γ - 1)δ2

0 M 2
0 �u 3

r ·( �u 3
r · Δ3 �u 3 )

+ 4112 (1 - α0) 2 (γ - 1) l0δ
3
0 M 2

0β
2 u 3 3

r +
ρ0

ρ
s0

CV
δ0 M 0 p 3 �u 3

r · Δ3 s 3 , (14)

式中 , β= (1 - α) / (1 - α0) , M 0 = u0/ a0 为 (绝热) Mach 数 , δ0 = u r0/ u0 为速度滑移率 , 上标

“3 ”表示相应的无量纲变量 ,

Δ3 表示无量纲坐标系中的梯度算符. 上式最后两项表面上的量纲不

一致源于相间阻力及气相 (类) 熵的定义.

显然 ,

Δ3·�u 3 ～1 即为所要求的压缩性准则. 根据前面特征量的选择可知 , 式 (14) 中的每一项

除系数外都粗略地是 1 的量级 , 因此 , 每一项的大小便可近似地由其系数确定. 如果该式右端任一项

量级为 1 , 那么 , 流动一般就不能作为不可压流处理.

文献 [7 ] 详细分析了式 (14) 右端各项量级大小 , 这里仅介绍 3 种常见的必须考虑掺气水流压

缩性效应的流动情况 : 1) 掺气水流中的声运动 , 此时最主要的是5 p 3

5 t 3 项. 由于
ρ0

ρ、
a2

0

a2均为 1 的量

级 , 声运动中 l0 和 t0 分别为波长和周期 , l0/ a0 t0 正好是 1 , 因此 , 所有的声运动都和压缩性有关.

2) 特大水深的掺气水流 , 这对应于 �u 3 ·�g 3 项. 此时 g0 为重力加速度 , 由于掺气水流中声速一般约

为 30m/ s , 若 l0～ a2
0/ g0≈90m , 并且速度和重力方向大致平行 , 掺气水流的压缩性效应将不可忽略.

这对应于水垫塘冲击区内的掺气水流 , 因此 , 超高速掺气水流的压缩性效应对水垫塘安全、高效运行

的影响 , 需要引起足够重视. 3) 流速和声速同量级的超高速定常掺气水流. 在这种情形中 , �u 3 · Δ

3u 3 2项起着主要作用. 其量级为 Mach 数的平方. 此外 , p 3 �u 3
r ·

Δ3s 3 项的系数中 s0/ CV = ln ( p0/

ργ
10) ～10 , δ0～10 - 1[8 ] , 这样 , 该项量级与 Mach 数相同. 因此 , 和单相介质一样 , Mach 数可以作

为判断超高速定常掺气水流的压缩性程度的准则 ; 不过 , 由于相间速度滑移现象也会引起定常掺气水

流的压缩性效应 , 这使得具体的掺气水流压缩性判据一般难以确定.

3 　均质掺气水流的压缩性判据

对于均质 ( �u1 = �u2 = �u) 、定常 (
5
5 t

= 0) 掺气水流 , 忽略体积力的作用并利用近似关系ρ≈ (1

- α) ρ2 , 可以得出如下关系[7 ] :

M 2 =
2α

γ(γ - 1)
(γ - 1 +α0) 1 - α

1 - α0
[
α(1 - α0)

α0 (1 - α)
]
γ

- (γ - 1 +α) , (15)

式中 , α0 为滞止状态时的掺气浓度. 和经典可压缩流体动力学相比较可知 , 该式相当于单相介质可

压缩流动中各变量间的等熵关系. 利用式 (15) 可以确定掺气水流各变量随 Mach 数的变化情况. 图

1 表示均质、定常掺气水流中混合密度的相对变化率Δρ/ρ0 = |ρ- ρ0 | /ρ0 随 Mach 数的变化. 该图表

明 : M < 013 时 , 混合密度的相对变化率不大于 4 % , 可以忽略 , 流动可视为不可压缩 ; M > 013 时 ,

混合密度变化增大 , 应该按可压缩流动处理. 这一结果和李炜[9 ]的提议相似 , 只是 Mach 数的定义中
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图 1 　均质、定常掺气水流混合密度的

相对变化率随 Mach 数的变化

声速由 Wood 等温声速改为 Wood 绝热声速.

4 　结论

水流掺气后改变了原有的结构特征 , 大大增加了水流的可压缩

性. 本文利用双流体连续介质模型建立了高速掺气水流的基本方程 ,

利用量级分析等方法讨论了高速掺气水流的压缩性准则. 在定常掺

气水流中 , (绝热) Mach 数可以作为判断可压缩性程度的准则. 而

对于均质、定常掺气水流 , 具体的压缩性判据为 : M < 013 时 , 为不

可压缩流动 : M > 013 时 , 为可压缩流动.
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On the compressibil ity criterion of high velocity aerated flows
Zhao Jianfu

( Instit ute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences)

Li Wei
( W uhan U niversity of Hydraulic and Elect ric Engineering)

Abstract　The fundamental equation of high velocity aerated flows are deduced by using the two2fluid

continuum model. The compresibility criterion is studied using the analysis of magnitude order of the e2
quations mentioned. It is shown that the compressibility effect depends on the adiabatic Mach number

The flow can be referred to incompressible if M < 013 , while the effect of compressibility should be con2
sidered if M is higher than 013.

Key words 　aerated flow , compressibility criterion , Mach number.
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