
压电材料中心裂纹问题
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摘 　要 　以电位移法向分量及电势连续通过裂纹面为边界条件 ,对均匀压电材料的裂纹问

题及两种不同压电材料界面裂纹问题进行了系统分析. 得到了含中心裂纹无限大体封闭形式的

全场解 . 证实了裂纹引起的非均匀扰动场只依赖于外加力场而与外加电场无关.
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1 　引言

压电材料是智能元件中用得最多的一种材料. 它既可以用作具有感知功能的传感器 ,又

可用作具有致动功能的执行器. 由于电和机械的耦合效应 ,压电材料的电致断裂和电致疲劳

现象时有发生. 对于压电材料断裂行为研究引起了广泛注意.

关于裂纹问题的理论研究中 ,裂纹面边界条件的提法存在着两种不同的观点. Parton[1 ]

首先提出 ,裂隙中的介质可以是真空或空气 ,它们不能承受机械载荷 ,但它们是电介质 ,可以

承受电场作用. 因此 ,电位移矢量的法向分量及电势连续穿过裂纹面

D +
n = D -

n , 　　φ+ = φ- (1)

　　这种提法 ,后来得到 Zhang 和 Hack[2 ] 、Hao 和 Shen[3 ] 、Dunn[4 ]与 Zhang 和 Tong[5 ]的支

持.

Pak[6 ] 、Sosa 和 Pak[7 ] 、Kuo 和 Barnett [8 ]与 Suo 等人[9 ]认为裂隙中的介质 ,介电常数远

远小于压电介质的介电常数 ,因此如果裂纹面上没有外加电荷 ,那么裂纹面上的边界条件 ,

可以归结为

D +
n = D -

n = 0 (2)

公式 (2)在欧美各国得到广泛应用. McMeeking[10 ]指出公式 (2) 在某些情况下 ,并不合适. 当

参数 (εf /εm ) ( a/ b) 很小时 , (2) 式是合适的. 这里εf ,εm 分别是裂隙介质及基体的介电常

数 ,而 a 和 b 分别是椭圆缺陷的长半轴及短半轴. 对于理想裂纹 , b 趋近于零 ,该参数变为无

穷大 , (2) 式就不再合适.

Zhang 和 Tong[5 ]的近期工作 ,再次强调了 (1)式的正确性. 从经典电动力学的角度来分

析 ,如果裂隙中的介质是真空 ,那么 (1)式无疑是正确的. 即使裂隙中的介质是空气 ,只要裂

隙中的电场强度小于空气的击穿强度 ,那么 (1)式依然成立.

本文采用 (1)式作为裂纹面的电边界条件 ,分析了均匀压电介质中及两种压电介质界面

上的裂纹问题.
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2 　基本公式

线性压电材料的本构方程为

σij = cijklγkl - ekij Ek

D i = eiklγkl +εik Ek

(3)

式中σij ,γij分别是应力和应变张量 , D i , Ei 分别是电位移矢量和电场强度. cijkl , eikl ,εij分别

是压电材料的弹性模量张量 ,压电系数和介电系数.

场方程为

σij , i = 0

D i , i = 0
(4)

　　应变γij ,电场强度 Ei 可表示为

γij =
1
2

( u i , j + u j , i)

Ei = - φ, i

(5)

式中 u i 是位移 ,φ是电势.

将公式 (3) , (5) 代入 (4) 式得

( cijkl uk + elijφ) , li = 0

( eikl uk - εilφ) , li = 0
(6)

　　讨论平面应变二维问题 ,参照 Suo 等人[9 ]的工作 ,一般解可以用复势函数表示

{ u i ,φ} = af (ζ1 x +ζ2 y) (7)

式中 a 是含有 4 个元素的列阵 ,ζ1 = 1 ,ζ2 = p . 将 (7) 式代入 (6) 式得

( cαjkβak + eαβja4)ζαζβ = 0

( eαβkak - εαβa4)ζαζβ = 0
(8)

式中α,β取值 1 ,2 . j , k 取值 1 ,2 ,3 . 这是关于列阵 a 的本征值问题. Suo 等人[9 ]证实了该问

题的本征方程具有 8 个复根 ,它们构成 4 对共轭复数. 用 p1 , p2 , p3 , p4 表示具有正的虚部

的 4 个复根 ,则有

{ u i ,φ} = 2Re ∑
4

k = 1

a kf k ( z k) (9)

式中 z k = x + pky .

对于应力分量及电位移矢量有

{σ2 j , D2} = 2Re ∑
4

k = 1
bkf k′( z k)

{σ1 j , D1} = - 2Re ∑
4

k = 1
bk pkf k′( z k)

(10)

列阵 b 的分量为

bj = ( c2 jk1 ak + e12 ja4) + ( c2 jk2 ak + e22 ja4) p

b4 = ( e21 kak - ε21 a4) + ( e22 kak - ε22 a4) p
(11)

　　引入 4 ×4 矩阵 A 和 B

A = [ a1 , a2 , a3 , a4 ]

B = [ b1 , b2 , b3 , b4 ]
(12)
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　　定义单变量复函数矢量 f ( z )

f ( z ) = { f 1 ( z ) , f 2 ( z ) , f 3 ( z ) , f 4 ( z ) } (13)

那么在实轴上广义的位移矢量及面力矢量可表示为

U ( x ) = { u j ,φ} = Af ( x ) + �A f ( x ) (14)

t ( x ) = {σ2 j , D2} = Bf′( x ) + �B f′( x ) (15)

3 　裂纹问题

图 1 　压电双材料界面上的有限裂纹

设想一条中心裂纹位于两个半无限大压电材

料的界面上. 坐标原点设在裂纹中心位置 , x 轴位

于界面上. 用 L 表示裂纹段 ,如图 1 所示 . 在实轴

上 ,面力是连续的

t1 ( x ) = t2 ( x ) 　 - ∞ < x < ∞ (16)

上式可以改写为

B1 f ′+
1 ( x ) + B

-

1 �f ′-
1 ( x ) = B2 f ′-

2 ( x ) + B
-

2 �f ′+
2 ( x )

- ∞ < x < ∞ (17)

上式中 B1 是材料 1 (上半平面) 的 B 矩阵 , B2 是

材料 2 (下半平面) 的 B 矩阵. f 1 ( z ) , f 2 ( z ) 分别是上、下平面的复函数矢量 f ( z ) .

设想无穷远处 ,受外载σ∞
11 ,σ∞

12 ,σ∞
22 ,σ∞

23的作用及外加电位移 D ∞
1 , D ∞

2 的作用. 全场解

可以看作是外载 ,外加电位移引起的均匀场及裂纹引起的非均匀扰动场的叠加. 这里需要求

解的是非均匀扰动场. 显然该扰动应力及电位移场 ,在无穷远处趋于零.

参照文[9 ] ,由 (17) 式 ,推得

B1 f ′
1 ( z ) = B

-

2 �f ′
2 ( z ) 　　y > 0

B2 f ′
2 ( z ) + B

-

1 �f ′
1 ( z ) 　　y < 0

(18)

进而可推得

iδ′( x ) = HB1 f ′+
1 ( x ) - H

-
B2 f ′-

2 ( x ) (19)

式中δ( x ) 是广义的张开位移 ,δ( x ) = { u +
i - u -

i ,φ+ - φ- }

H = Y1 + Y
-

2 (20)

Y1 = iA1 B - 1
1 , 　Y2 = iA2 B - 1

2 (21)

　　当中心裂纹位于均匀材料中 , H 必是实矩阵

H = 2Re Y (22)

　　对双材料界面裂纹 ,一般情况下 H 是复矩阵 ,但对具有某种对称性的双材料 , H 可以

是实矩阵. 本文限于篇幅 ,只讨论 H 是实矩阵的情况. 这样由广义位移的连续性条件 ,立即

看出下述函数 h ( z ) 是全平面解析函数除了实轴上的裂纹割痕.

h ( z ) =
B1 f ′

1 ( z ) 　　y > 0

B2 f ′
2 ( z ) 　　y < 0

(23)

　　在裂纹面上 ,广义面力 t1 ( x ) , t2 ( x ) 满足如下边界条件

t1 ( x ) = t2 ( x ) = - T 　　x ∈L (24)

式中
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T = {σ∞
21 ,σ∞

22 ,σ∞
23 , d} (25)

d 是待定参量. 边界条件 (24) 已确保在裂纹面上 ,法向电位移的连续性. 将公式 (17) , (23) 代

入 (24) ,得

h + ( x ) + h - ( x ) = - T 　　x ∈L (26)

这是典型的 Hilbert 问题 ,其解答为

h ( z ) = Tf ′
0 ( z ) (27)

f ′
0 ( z ) =

1
2

z

z 2 - a2
- 1 (28)

由 (27)式 ,进一步得到

t ( x ) = 2 Tf ′
0 ( x ) 　　　　 | x | > a (29)

δ( x ) = a2 - x 2 HT 　　| x | < a (30)

　　公式 (1)表示的在裂纹面上电势连续性 ,意味着

δ4 ( x ) = φ+ - φ- = 0 (31)

由公式 (30) 、(31)立即得到

H41σ
∞

21 + H42σ
∞

22 + H43σ
∞

23 + H44 d = 0 (32)

由此推出

d = - ( H41σ
∞

21 + H42σ
∞

22 + H43σ
∞

23) / H44 (33)

公式 (33)表明待定参数 d 只依赖于外加应力场 ,而与外加电场无关. 这说明 ,中心裂纹引起

的非均匀扰动场 ,只依赖于无穷远处的外加应力场而与外加电场无关. d 由 (33) 式求得之

后,列阵 T就完全确定下来了 . 由 ( 27) 式 ,可求得 h ( z ) 函数 ,再由 (23) 式可以得到 f 1 ( z ) ,

f 2 ( z ) 及相应的分量函数. 将单一自变量 z 换成相应的自变量 z k ,由 (9) , (10) 即可求得每种

材料内的场量.

由 (29) 式可以得到裂纹顶端的应力强度因子

K Ⅱ = πaσ∞
21 , 　K Ⅰ = πaσ∞

22

K Ⅲ = πaσ∞
23 , 　K Ⅳ = πad

(34)

特别需要指出的是 ,尽管法向电位移 D2 及电势φ在裂纹面上是连续的 ,但电位移 D2 在裂

纹前方依然有奇异性.

3 . 1 　均匀材料中裂纹问题

限于讨论裂纹引起的非均匀扰动场.

3 . 1 . 1 　极轴与 z 轴一致的情况

本构方程是横观各向同性的 ,

σ11

σ22

σ33

σ23

σ31

σ12

=

c11 c12 c13 0 0 0

c12 c11 c13 0 0 0

c13 c13 c33 0 0 0

0 0 0 c44 0 0

0 0 0 0 c44 0

0 0 0 0 0 ( c11 - c12) / 2

γ11

γ22

γ33

2γ23

2γ31

2γ12

-

0 0 e31

0 0 e31

0 0 e33

0 e15 0

e15 0 0

0 0 0

E1

E2

E3

(35)
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D1

D2

D3

=

0 0 0 0 e15 0

0 0 0 e15 0 0

e31 e31 e33 0 0 0

γ11

γ22

γ33

2γ23

2γ31

2γ12

+

ε11 0 0

0 ε11 0

0 0 ε33

E1

E2

E3

(36)

　　此时在 ( x , y) 平面内 ,材料是各向同性的. 依照复势理论 ,应力和位移可表示为

σy - iτyx = Φ( z ) + Ω( z ) + ( z - �z ) Φ′( z )

2μ( u + iv) ′x = κΦ( z ) - Ω( z ) - ( z - �z )Φ′( z )
(37)

　　在实轴上 ,有

σy - iτyx = Φ( x ) + Ω( x )

2μ( u + iv) ′x = κΦ( x ) - Ω( x )
(38)

(38) 式可改写为

σy = Re{Φ( x ) + Ω( x ) } , 　　　τyx = Re{ iΦ( x ) - iΩ( x ) } (39)

2μu , x = Re{κΦ( x ) - Ω( x ) } , 　2μv , x = Re{ - iκΦ( x ) - iΩ( x ) } (40)

此外参照 Pak[6 ]

w = uz = 2Re[ f 3 ( z ) ] (41)

φ = 2Re[ f 4 ( z ) ] (42)

将Φ( z ) ,Ω( z ) 分别比作 f ′
1 ( z ) , f ′

2 ( z ) ,4 个本征值 p1 = p2 = p3 = p4 = i . 由此得到

A =

κ/ (4μ) - 1/ (4μ) 0 0

- i [κ/ (4μ) ] - i/ (4μ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

(43)

B =

i/ 2 - i/ 2 0 0

1/ 2 1/ 2 0 0

0 0 ic44 ie15

0 0 ie15 - iε11

(44)

Y =

(1 - ν) /μ i [ (1 - 2ν) / (2μ) ] 0 0

- i [ (1 - 2ν) / (2μ) ] (1 - ν) /μ 0 0

0 0 ε11/ k e15/ k

0 0 e15/ k - c44/ k

(45)

式中 k = e2
15 + c44ε11 .

由此得出

H41 = H42 = 0 , 　H43 = (2/ k) e15 , 　H44 = - (2/ k) c44 (46)

d = ( e15/ c44)σ∞
23 (47)

KD = K Ⅳ = K Ⅲe15/ c44 (48)

3 . 1 . 2 　极轴与 y 轴一致的情况

本构方程为
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σ11

σ22

σ33

σ23

σ31

σ12

=

c11 c13 c12 0 0 0

c13 c33 c13 0 0 0

c12 c13 c11 0 0 0

0 0 0 c44 0 0

0 0 0 0 ( c11 - c12) / 2 0

0 0 0 0 0 c44

γ11

γ22

γ33

2γ23

2γ31

2γ12

-

0 e31 0

0 e33 0

0 e31 0

0 0 e15

0 0 0

e15 0 0

E1

E2

E3

(49)

D1

D2

D3

=

0 0 0 0 0 e15

e31 e33 e31 0 0 0

0 0 0 e15 0 0

γ11

γ22

γ33

2γ23

2γ31

2γ12

+

ε11 0 0

0 ε33 0

0 0 ε11

E1

E2

E3

(50)

　　本征问题 (8) 归结为

c11 + c44 p2 ( c13 + c44) p 0 ( e31 + e15) p

( c13 + c44) p c44 + c33 p2 0 e15 + e33 p2

0 0 ( c11 - c12) / 2 + c44 p2 0

( e31 + e15) p e15 + e33 p2 0 - ε11 - ε33 p2

a1

a2

a3

a4

= 0 (51)

本征方程为
( c11 - c12 + 2 c44 p2) ( c0 p6 + c1 p4 + c2 p2 + c3) = 0 (52)

式中

c0 = c44 e2
33 + c33 c44ε33

c1 = c33 ( e31 + e15) 2 - 2c13 e33 ( e31 + e15) + c11 e2
33 - 2c44 e31 e33 + c33 c44ε11 +

　　( c11 c33 - c2
13 - 2c13 c44)ε33

c2 = 2c11 e15 e33 - 2c13 e15 ( e15 + e31) + c44 e2
31 + ( c11 c33 - c2

13 - 2c13 c44)ε11 + c11 c44ε33

c3 = c11 e2
15 + c11 c44ε11

(53)

　　参照 Sosa 和 Pak[7 ]可以推出 A , B , H. 矩阵 H 的结构如下

H =

2/ CL 0 0 0

0 2/ CT 0 2/ e

0 0 2/ CA 0

0 2/ e 0 - 2/ε

(54)

参量 CL , CT , CA ,ε和 e 需要通过数值方法求得. 由 (54) 式 ,得

H41 = H43 = 0 , 　H42 = 2/ e , 　H44 = - 2/ε (55)

代入 (33) , (34) 得

d = (ε/ e)σ∞
22 (56)

KD = K Ⅳ = (ε/ e) K Ⅰ (57)

3 . 2 　界面裂纹问题

3 . 2 . 1 　极轴与 z 轴一致

此时有
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H41 = H42 = 0

H43 = ( e15/ k) (1)
+ ( e15/ k) (2)

- H44 = ( c44/ k) (1)
+ ( c44/ k) (2)

(58)

式中上标 (1) , (2) 分别对应材料 1 和材料 2 的有关量. 由此得出

d =
e

(1)
15 [ e2

15 + c44ε11 ]
(2)

+ e
(2)
15 [ e2

15 + c44ε11 ]
(1)

c
(1)
44 k

(2)
+ c

(2)
44 k

(1) σ∞
23 (59)

KD = K Ⅳ = K Ⅲ
e

(1)
15 k

(2)
+ e

(2)
15 k

(1)

c
(1)
44 k

(2)
+ c

(2)
44 k

(1) (60)

　　现在来考察裂纹尖端的电场特性. 由本构方程不难推得

E2 = ( c44 D2 - e15σ23) / k (61)

由此得出在裂纹前方

E+
2 ( x ) = ( c

(1)
44 d - e

(1)
15 σ

∞
23) 2 f ′

0 ( x ) / k
(1)

=
c

(1)
44 e

(2)
15 - c

(2)
44 e

(1)
15

c
(1)
44 k

(2)
+ c

(2)
44 k

(1)σ
∞

232 f ′
0 ( x ) 　| x | > a

(62)

由此可以看出电场强度 E2 在裂纹前方是有奇性的 ,它对应的应力强度因子

K+
E = ρE K Ⅲ (63)

ρE =
c

(1)
44 e

(2)
15 - c

(2)
44 e

(1)
15

c
(1)
44 k

(2)
+ c

(2)
44 k

(1) (64)

类似的可以证明 ,在材料 2 内 ,有

E -
2 ( x ) = - ρEσ

∞
232 f ′

0 ( x ) = - E+
2 ( x ) (65)

这说明电场强度 E2 ,越过界面时发生跳跃. 此外不难证明电场强度 E1 在裂纹前方并无奇

性 ,且在界面上是连续的.

进而考察裂纹面上的电场强度. 由 (23) , (27) 式 ,得到

f ′
1 ( z ) = B - 1

1 h ( z ) = Λ1 Tf ′
0 ( z ) 　　y > 0

f ′
2 ( z ) = B - 1

2 h ( z ) = Λ2 Tf ′
0 ( z ) 　　y < 0

(66)

式中 Λ = B - 1

由此得到各个分量函数

f ′
1 j ( z ) = c

(1)
j f ′

0 ( z ) 　　y > 0

f ′
2 j ( z ) = c

(2)
j f ′

0 ( z ) 　　y < 0
(67)

其中

c
(α)
j = ∑

4

k = 1

Λ(α)
jk Tk 　　j = 1 ,2 ,3 ,4 　　α = 1 ,2 (68)

又由 (14) 得

U′( x ) = Af ′( x ) + �A f ′( x )

U′+ ( x ) = A1 B - 1
1 Tf ′+

0 ( x ) + A1 B - 1
1 Tf ′+

0 ( x )
(69)

在裂纹面上 ,有

f ′+
0 ( x ) = -

1
2

1 + i
x

a2 - x 2 (70)
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U′+ ( x ) = 2Re
1
i

Y1 Tf ′+
0 ( x ) = -

x

a2 - x 2
Re{ Y1} T - Im{ Y1} T (71)

E+
1 = -

�φ+

�x
=

x

a2 - x 2
{ e

(1)
15 σ

∞
23 - c

(1)
44 d} / k

(1)
= - ρEσ

∞
23

x

a2 - x 2
(72)

同理可证明

E -
1 = - ρEσ

∞
23

x

a2 - x 2
= E+

1 　　| x | < a (73)

E+
2 = - E -

2 = ( c
(1)
44 d - e

(1)
15 σ

∞
23) / k

(1)
= ρEσ

∞
23 (74)

由此看出电场强度 E1 穿越裂纹是连续的 ,且具有奇异性 ,电场强度 E2 穿越裂纹有跳跃 ,但

无奇性.

在裂纹内部 ,扰动电场为

E1 = - ρEσ
∞

23
x

a2 - x 2

E2 = d/ε0

(75)

3 . 2 . 2 　极轴与 y 轴一致

H41 = H43 = 0 , 　　H42 = 1/ c
(1)
e + 1/ c

(2)
e

H44 = - (1/ε(1) + 1/ε(2) )

d =
ε(1)ε(2)

e
(1)

e
(2) ·e

(1)
+ e

(2)

ε(1)
+ε(2)σ

∞
22 (76)

参量 d 只依赖于σ∞
22 .

KD = K Ⅳ = ρD K Ⅰ (77)

ρD =
ε(1)ε(2)

e
(1)

e
(2) ·e

(1)
+ e

(2)

ε(1)
+ε(2) (78)

由 (9) 式 ,得

φ = 2Re{ ∑
4

k = 1
A 4 kf k ( z k) } (79)

E1 = - 2Re{ ∑
4

k = 1
A 4 kf

′
k ( z k) } (80)

E2 = - 2Re{ ∑
4

k = 1
A 4 k pkf

′
k ( z k) } (81)

将 (67) 式 ,代入上式 ,得

E1 = - 2Re{ ∑
4

k = 1
j = 1

A 4 kB
- 1
kj T jf

′
0 ( z k) } (82)

E2 = - 2Re{ ∑
4

k = 1
j = 1

A 4 kB
- 1
kj T j pkf

′
0 ( z k) } (83)

在实轴上 ,

E1 = - 2 Im{ ∑
4

j = 1
Y4 j T jf

′
0} (84)

E2 = - 2Re{ ∑
4

k = 1

A 4 k pkckf
′
0} (85)
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利用 H 是实矩阵的假设 ,不难证实在裂纹前方 E +
1 = E -

1 ,而一般说来 , E +
2 ≠E -

2 ,电场强度

E1 , E2 在裂纹前方都是有奇异性的.

在裂纹面上利用 (32) 式 ,同样可以证明 E +
1 = E -

1 ,但一般说来 E +
2 ≠E -

2 . 电场强度

E +
1 , E -

1 , E +
2 , E -

2 同样有奇性.
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CENTER CRACK PROBL EM OF PIEZOEL ECTRIC MATERIALS

Wang Ziqiang 　　Han Xueli
( L N M , Institute of Mechanics , Chinese Academy of Science , Beijing , 100080)

Abstract 　An analysis for the problems of crack in homogeneous piezoelectrics or on the

interfaces of two dissimilar piezoelectric materials is presented based on the continuity of normal

electric displacement and electric potential across the crack faces. The explicit analytic solutions

are obtained for a single crack in piezoelectrics or on the interfaces of piezoelectric bimaterials.

A class of boundary problems involving many cracks is also solved. For homogeneous materials

it is found that the normal electric displacement D2 , induced by the crack , is constant along the

crack faces which depends only on the applied remote stress field. Within the crack slit , the

electric fields induced by the crack are also constant and not affected by the applied electric

field. For the bimaterials with real H , the normal electric displacement D2 is constant along

the crack faces and electric field E2 has the singularity ahead of the crack tip and has a jump

across the interface.

Key words 　piezoelectric material , crack , interface
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