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含圆孑L压电板弯 曲问题 
BENDING PROBLEM  OF PⅢ ZoELECTRIC PLATE Ⅵ，】【TH A CIRCULAR HOLE 

杨丽敏 柳春图 曾晓辉 

(中国科学院力学研究所 工程科学部，北京 100080) 

YANG LiMin LIU ChunTu ZENG XiaoHui 

(Department ofEngineering Sciences，Institute ofMechanics Chinese Academy ofSciences，Beijing 100080，China) 

摘要 基于 Reissner板理论将有限元法和解析法相结合 ，研究含孔压电板的力电集中问题。 电板为九穷大板受纯 

弯曲作用，上下表面电源短路 ，给出含孔压电板方程的通解。结果表明，①压电效应对面内弯曲正应 的影响很小， 忽 

略不计。②压电效应对剪应力影响较大，切向电场强度和电位移的集中程度随径厚比的改变而变化的趋势和切向剪力 

的相同。③中面上孔边的电势和垂直于板中面方向的电场强度的集中程度随径厚比的减小而减弱 ，乖 rf于【1J而方向的 

电位移的集中程度随径厚比的减小而增强。如果不考虑压电效应，义中的结果 町以退化到非压电板 孔受纯弯曲作川 

的结果，这也反映了史中通解的正确性。 
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Abstract A new method for bending problem of piezoelectric plate Mth a circular hole WOS proposed based on Reissner plate theo— 

ry including the transverse shear deformability of the plate．The general solutions of the plate equations were given．With the finite ele— 

ment software Ansys．the problem of infinite plate with a circular hole under purely bending and short electric t~mndau ( tmditiolI、 as 

solved numerically．Th e results account for Th e innHence of piezoelectric on the bending stresses is very small，therefort it can Ire ig— 

nored． Th e piezoelectric influence on the shear stress is relatively much larger．In addition，the concentration phenomena of tangential 

electric strength and the electric displacement parallel to the middle plane change with the ratio of the hole diameter It,platt thi(’kness in 

the same way as that of the shear stress at the edge of the circular hole．⑧The cnn(~entration phenomenon of electri(、potential in the mid— 

die plane is also evidently．However this phenomenon deca)，S as the reduction of the ratio of the hole diam eter to plate thi( kness．Th at is 

to say，the concentration phenomenon of electric strength vertical to the middle plane turns to be weaker，however the ele(·tri(、displa(、c’一 

ment tums to be stronger．Th is work can also be successfulh
．

’ deduced to the case of corresponding the non—piezoele( trit plate with a( il’一 

cular hole under purely bending load at infi nib’if piezoelectric influence is not considered． 
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1 引言 

由于压电材料独特的力电耦合性质，被广泛应用 

于先进智能结构设计中，它既可以用作具有感知功能 

的传感器，又可以用作具有致动功能的执行器。由于 

材料固有的脆性，压电材料在制造和极化及使用过程 

中可能产生缺陷，会出现力和电载荷的集中，从而导致 

裂纹的产生和扩展，最终造成压电元件的失效，这将大 

大影响这类材料力学性能的完整性和力电耦合的行 

为。因此，有必要用力电耦合的观点从理论上分析和 

描述孔洞或裂纹附近场的分布。近年来，国内外不少 

学者对含有孔洞或裂纹的压电材料结构的力电集中现 

象进行了研究。 

对于裂纹问题，目前大多研究平面和反平面问题 

(Pak 、Sosa_2 j、Suo等 ，Zhang和 Hack ，Park和 

Sun ，Qin和 Yu 。，Liu等 】，Gao和 Wang ，Han和 

Wang“
，等)。关于三维问题，目前只对一些特殊的问 

题进行了研究。Sosa和 Pak 12]用特征函数法考虑了半 

无限长的裂纹。Wang 14]用傅 氏变换方法获得了压 

电材料含有椭圆夹杂与扁平椭圆裂纹的应力和电位移 

的强度因子的表达式。对于横观各项同性压电材料中 

的圆币型裂纹，Huang 获得了复数形式的心力和电 

位移的强度因子的表达式，包括三种加载方式 ，拉伸 、 

剪切、均匀的作用在无穷远处电传移 Pak。‘ 用分布 

*20031031收到初稿，20031208收到修改稿。 
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位错法计算了有限裂纹镶嵌在无限大的压电介质中的 

电弹性场和能量释放率，加载方式为力电同时加载。 

Kogan 等人推出了横观各向同性体中含有椭球夹杂 

的极限情况圆币型裂纹受轴对称加载的强度因子。对 

于圆孔或圆形夹杂问题 ，主要研究了平面问题 (Sosa0 

和 “u Jinxi等。。 )、反平面问题(Honein等 和 Pak ) 

和三维轴对称问题(丁皓江等 ) 在工程应用中，压 

电元件或部件往往是以板或壳的结构形式出现的。所 

以研究含孔洞或裂纹的压电板或壳就显得非常必要 

了 

2 问题的阐述 

以下 从 压 电 材 料 的 基 本 方 程 出 发，采 用 

Reissner 板理论来研究含圆孔压电板的弯曲问题。 

因为压电材料大都是横观各向同性材料，所以选 

取横观各向同性的压电材料为研究对象。当( ．一X2) 

为各向同性面，各向同性轴( )为极化轴时(如图 1所 

示)，物理方程为(Nellya 。) 

{E}：[s]{ }+[d]{E} (1) 

{D}=[dr{ }+[ ]{E} (2) 

其展开形式为 

『】 l2 】3 0 

12 『】 13 0 

I3 】3 33 0 

0 0 0 44 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

+ 

0 0 

0 0 

0 0 

0 d15 

dl5 0 

0 0 

{薹 }=[耋． 耋。 曼， s i] ̈ 12 0"33 
r23 

T31 

r I2 

+ 

× 

(3) 

(4) 

(5) 

其中{ }、{E}、{D}、{E}、 分别表示应力、应变、 

电位移 、电场强度和电势，[s]、[d]、[ ]分别表示材 

料的柔度系数 、压电常数和介电常数矩阵。取板的中 

面( 一 ，)为各向同性面，极化轴( )垂直于板的 

中面，考虑传感器的情况，板的上下表面接地，这种 

工况和双悬臂梁或板为传感器相类似。板的几何形 

状如图 2所示，一块在远方受均匀弯曲的板，若板中 

央开一个半径为 rn的小孔 ，孔的尺寸较板尺寸小得 

多，则可以把板看作一块在远方具有均匀弯曲应力 

场的无限大板，板厚为 。 

I l 极化轴方向 
I l Polarization direction 

图 2 

Fig 2 

由于采用 Reissner型板壳理论比采用 Kirchhoff板 

壳理论研究孔边附近的应力集中更具科学性，所以下 

面采用 Reissner型板壳理论来研究含圆孔压电板的弯 

曲问题，即① 变形前垂直于中面的直线段 ，在变形后 

仍保持直线，且其长度方向的变形可以略去，但不假设 

它仍垂直于变形后的中面。② 平行于中面的各层互不 

挤压。为了研究方便采用极坐标系。这样 Reissner型压 

电板的变形可以用四个独立的广义位移分量描述，即 

中面挠度 W(r， )，变形前垂直于中面的直线段分别在 

orx 与 oOx 平面内的转角 和 ，以及描述电的量 
— — 电势 。声 以从r轴经90。到 轴的转向为正， 

以从 轴经 90。到 轴的转向为正 、 

由于所研究的仍为小变形，板内任意一点的极坐 

标位移分量表示为 

、 

2  
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“ (r，臼，X3)=一X3 (r，61) 

u (r，臼， 3)=一 3 。(r，臼) (6) 

(r，臼，X3)= W(r，臼) 

利用位移表达式，可以求得 Reissner型压电板在 

极坐标系下的几何方程 

刁 
，  

e r 一 3—3—r 

一  ( + ) 
：  ( + 一 ) ㈩ 
=  一  

)，∞ = 一 

从基本假定② 可以得出 ，=0，代入压电的本构 

方程(3)可得板的三个面内应力分量与应变分量的本 

构方程为 

一 (￡r⋯)一鲁 r __ r+ 卜 
： + 一鲁 (8) 二一 + r — E 

r， ： 
1(c。。一c，2)y ． 

其中 v=一 ， 1 
， z)= 

根据文献[24]，假设电势 沿板厚的分布为抛物 

型分布，则有 

= 。(r，臼)(h2／4一 ；) (9) 

申场强度Eh式(5)展开 为 

一  一  E，= 一 

把三个面内的应力分量沿板厚度方向积分得 

f盯 1 { } d ，= 
一  

r，口 

0 

0 

SlI+ S12 

，' 

3 
—8 x3 3d 3 

刁 
， 

。 。。 。

3。。。。。。—r— 

刁 

r

—

a—O + —r— 

a 刁 日 

r

—

aO + 一 

其中 j 刖一一  ̂
对于板 横向剪应力由三维弹性力学平衡方程和 

板上下表面边界条件 

： ± 皂 ：0 ∞：0X3 Tr3 ± r∞ 

可以得出 

3 ( 
- 4z~)Qr 

(12) 

r∞ = (̂ 一4z ) 

其中 = 

横向剪力vh能量等效原则可以推出表达式为 
，f 
1 

Q，：c甜【—吾̂(一 +3刁w，)一d， j、E d ，]= 

c甜[ ̂( + )+和 等] 

Q ：c甜【 5̂( + )-dI 】= 

c甜[ ̂( + )+ ] 
其中 C44=1／S甜 

由 f4、可得 由侍移 

(10) Dr=卢 

D目=l9 

+ 

+ dI5 

+dI5 r∞ (14) 

D3 = 3 3+ d3I L盯 十 

不计体积力并无横向载荷作用时，Reissner型板 

以内力表示的平衡方程为 

_

M~- Mo
+ + 一Q ：0 r ’ a r ’ ra0 一 r—U 

+ 十 一Q ：0 (15)
r3 臼 十 r 十 r 一 一 u 、 J 

+_r1(Q + )：0 
把板的内力表达式代入平衡方程，得到 Reissner 

型压电板的以广义位移分量表示的平衡微分方程 

D(雾+÷筹一≥+ + 一 

)+c( +缸 )+ 
6s 1 3 ： 0 

ll( 一 ) r u 

0  

业 

a —a 
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D( + + 挚+ + 
一  )+c(3ow—i+了h2 )+ 

= 0 

C[3o一十2-w 3ow+{ + h2 ( + 十 

一； 2 3o 02 ]一(等+ +⋯1 3o~o)]_]。 
其中 

丽 言k 
1 

* 一2(1+ )sl 

对于电的平衡方程，由变分原理表示如下 

lDi,i6 =0 (17) 
j， 

在极坐标下 D ： + + + 

把式(9)代人式(17)，可得 
 ̂

2 

l D (h2／4一 ；)dx3=0 (18) 

展开形式为 

一 5( 一 +李+萼)+ 
5c44 dl5 V W+h (c44 d 一卢l1)V o+ 

1。[ +卢，，] 。：0 (19) 
边界条件：设板在无限远处的状态是 ．轴向纯弯 

曲，即 

Mll=Mo M盟：Ml2=0 QI=Q2=0 

改用极坐标 ，上述条件变为 

M =去 o[1+cos(20)] (20a) 

= 一 {Mosin(20) (20b) 

= 去 。[1一cos(20)] (20c) 

Q =o Q =0 (20d) 

圆孑L是个自由边，因此力的边界条件在 r=rn处 

M，=0 M， =0 Q =0 (21) 

同时还要满足电的边界条件，因为孑L内是空气或 

真空，可以认为满足不导通边界条件，即在圆孑L处和无 

穷远处都要满足 

n 

’ 

r l D
，3~dx =0 

h 

2 

即为 l D (h2／4一 i)dx =0 (22) 

3 问题的求解 

胡海 昌 指 出， ，和 町 由另外 两 个 函数 

F(r，0)和_厂(r，0)表示 

a F af F f 

≯r + ≯ =一 一 (23
r3o0 r(30 

) a 
T a r 

这种表示总是可能的，但不是唯一的，齐次方程 

+ ：0 一 ：0 (24) 

是Cauehy—Riemann方程，有解存在，且其解可以用一个 

解析函数 (r+i )表示 

+iF0= (r+i ) (25) 

若根据齐次方程之解将 F增加F ，f~ Hf,，，不会改变 

≯ 、 之值。 

将式(23)代人式(16)前两个方程，得到 

[DV F+c( +(—h 2 d。 + ) 。一F)]+ 

[ (· f一酬：0 

[DV F+c + F)]_ 

3o[D(1一 ) f一酬=0 
(26) 

其中 V =嘉+ + 杀 0 r I t】I r oD 
将方程组 (26)方括号内的函数组合看作两个独 

立函数，那么此方程组又是一个Cauehy—Riemann方程， 

它的解 可 由一个解 析函数 Cq)(r+i0)(其 中 i= 

)表示 

(1 f—cf+i[D V F+C( +(等 + 

筹 —F)】_∞( (～27) J 一，川  ̈J 
这是 F、f、W、 。的非齐次微分方程，它的解可以表示 

为任一特解与相应齐次方程通解之和。由于解析函数 

(r+i 的实部和虚部都是调和函数，方程(27)的特 

解 ， 、 、W．、 。．可以取为 

+iFI=一 (r+i0) WI=0 oI=0(28) 

而相应的齐次方程为 
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(1一 ) f—cf：0 

。 +c[ +( h2 dJ5+ d3l h 6sl1 C(1一v) ) ]_0 
(29) 

特解(28)不产生挠度，同时由对式(25)的说明，它也 

不影响 声，、 的值，因此这组特解可被略去。 

由式(29)的第二式推出 

+等dI5 一尝 一 
(30) 

把式(23)、(30)代人式(16)的第三个方程，得到 

D 。 。-0 (31) 

把式(30)代入式(19)，则电的平衡方程变为 

F一[ + 。。 ] 5fI。。+ 

-。【 +卢站] 。+ =0 
(32) 

把上式取调和运算 

F一[ 暑 ] + 

-0[ +卢站] 。十 F=。 
(33) 

把式(31)化为 

： 一  

从上述方程可以看出，式(37a)和式(37b)解耦， 

可分别求出f、 。，代人式(37c)可求 F，最后由式(38) 

求出 的表达式，把这些函数代人边界条件确定未知 

系数。 

先求式(37a)，由分离变量法可得方程的解为 

其中 2= 

同样可以求出方程(37b)的解 

．】[J。=∑ ( r)+D ( r)}+ 
n=1 

C。to( r)+D。Ko(~ar)+ 

∑ {(一A ，。)r +(一BII／。)r )+ 

(一Ao／a)+(一B0／a)In r (40) 

把 。的表达式 (40)代人式(37c)，按求解方程 

(37b)类似的方法可以求出方程(37e)的解为 

DF=∑ eel((胡nO)) r + r )+G。+ ln r+ 

z_~ c
⋯

vs

⋯

(no 

，

){P r + +Q r一，l+ )+ ：： {P r + 

Q rln r)+P r +Q r2In r一 

【 ： ( r)+D『IK『 ( r))+ 

C Io( r)+D K ( r)】 (41) 
。 (34) 其中 

把式(34)代人式(33)得到 

(一 。+l0(一妻+ ) 。=0(35) 
可以化为 

o一0 o= (36) 

其中。=-。(_亟SII啪，)／(_i~ll h2)，且。>。 
所以本问题需要求解以下几个方程并满足相应的边界 

条件 

D(1
一  ) f一 ：O (37a) 

。一aV =0 (37b) 

D F+b 0=0 (37e) 

其中 6= 。然后把所求的解代人式(3。) 

可以得到 的表达式 

= 一 一 一 V ， 一 

拣  ： 一2 一 
：  

b 

：擘  
在上述方程里， 、K 是变型的 Bessel函数，A B 

C 、D E 、 、G 、 、P Q 、P2、Q 为待定常数。 

把 F、 。的表达式代人式(38)可以求出 的表达式。 

把边界条件也用这些函数表示，可以确定函数里面的 

未知系数。 

与边界条件有关的量用这些函数来表示的表达式 

为 

： 一 D(雾+ ÷等+ 古 02 F+(1川× 

去荔 ⋯ a 高+( ～ J+2 (1+ ) 。(42a) 

9  

3  

，L  

+ 

● ●

r  

r  

2  

，L  

K 

+ 

、 ，  (  

2  ．O (  

+ 
E 

r{L r 

2  

∑ 

ll 

厂  

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


机 械 强 度 2005正 

： 一  
1(1

一  )D(一 202 F+了2 O2 F+ 

30 +÷ 一 ) h) r 十 r r一 r2 7 斗二D 

c[一({ +筹) 3w+ 1 h 2 3 r](42c， 

』 。 ( hr2一 j)d =宝 [-5c44 d1．s 1 3f+ 

等一 ) (c ．) 】 (42d) 
把上式代人边界条件的方程 (20a)～ (20d)和(21)、 

(22)。根据无穷远处的边界条件，f、F、 。、 的表达式 

可以取为 

f=sin(20)(F K：(2xr)) (43) 

F=面1【(G r +H2 r-2)c。s(2 )+H
o1n r+Q × 

c。s(2 )十 r2一鲁(D2 ( r)c。s(2 ))](44) 

其中 擘  ：一扣一 
o：D2K2(~ar)COS(20)+ 

(一B2／a)r-2cos(20)+(一Ao／a) (45) 

把 F、 。的表达式代人式(38)求出 的表达式。共有9 

个待定的常数。 

把式(43)、(44)和(45)代入相关的边界条件，从 

~(42e)和(42d)可以看出在孔边上 r=r。有非零解的 

条件是要满足 

c[一({ + )+ ]=。 c46， 
： 0 (47) a r 一  

可以看出，这组边界条件在 r趋于无穷远处 自动满足。 

由方程(42a)可以得到 

G ： 

一  (48) 

=  

在无穷远受 由式(45)可知 

所以 

o l =一A0／0 

Ao=一0 0 I一 

(49) 

(50) 

在圆孔边界 0= 处由式(45)可知 

。l ： 。=一D2 lq(~-dr。)一(一B2／。)r0一 +(一Ao／。) 
(51) 

如果 。I 和 。J⋯ 已知，习 么由式(47)和(51) 

就可以求出 、D 。其余的待定系数由方程组(42a)、 

(42b)和 (4J6) 求 出。 为 了 方 便 ， 令 = 

。『 ， ： 。I⋯ 。这两个值需要用数值方法求 

出。当把上述所有待定的系数确定以后，就可以求出各 

个力分量和电分量的分布。 

可以得到孔边切向弯矩的表达式为 

1 r 

』l l r。， ]=1一—}c0s(2 ){l一 

roK r0)[ (一1+ )眠 ( 。)一(1+ ) ( 。)] 

【一4 ak (一1+ )Dr。(一M【l一2(1+ )(6—4d3l D)× 

( 。一 )) (2xr。)K ( ar。)+(1+ 

)Cl 4b(一1+ )( 0一 )K0(√(／Jr。)+ 

3 ( r。))Ko(2 )̈ (52) 

『 (1̈)，⋯ 、Ko(2、]3 1 2 h2iz~ero)-hotZXro) 

(ro，号)= f + I 

4 结果讨论 

先用有限元Ansys计算出所需要的两个数值 和 

。 压 电材料取 为 PZT．4，柔 度系数 S．．= 12．3 X 

10 。 ／N
，
Sl2 =一 4．5 X 10一：m ／N

， 压电常数 d3l： 

一 123 X 10 C／N，dI5=496 X 10 ：C／N，介电常数 I1： 

l 475 x8．85 X 10一 F／m， = l 300×8．85 X 10 F／m。 

现就相同圆孔半径，板的长宽相同，在板的一侧作用纯 

弯矩 100 N／m，但板厚不同的情况进行详细的计算和分 

析，板的几何图形见图 2。取板的长度和宽度都等于 

2L=2 W =0．1 111，r0=0．002 5 ITI，对于孔来说，可以把 

板看作无穷大板。板的厚度为 h，圆孔直径和板厚度的 

比值依次取为 2 r0／h= {2．202，2．1，2，1．9，1．798，1．7． 

1．597，1．501，1．4，1．299，1．199，1．1 1 1，1，0．893，0．8， 

0．7，0．602，0．5，0．4，0．294，0．2，0．1)，相应的计算结果 

如表 1所示。 

从表1可以看出，含孔的压电材料平板受纯弯曲 
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表 1 

Tlab．1 

圆孔直径和板厚度 无穷远处板中面上 孔边处板中面上的 有限元 Ansvs采川 本文解法和 AJ1． 压电板和非压电板 』ji电板和非压电板 

的比值 的电势 电势 三维块体单元 SVS结果的误差／％ (Reissner理论)弯矩 (RPissner 论)最大 

Ratio of hote diameter Et~'tfie potential at Electric potential at FEM Ansys with p error between this 集中系数误差／％ ，J的误差／％ 

to plate Jhiekness infinite middle plane edge of hole in the three—dimensional paper method and MOll'lent concentration Maximum shear stress 

2r(1／h (X =hi2，0=7【／2) middle plane id element FEM faetor error between Ilrrol|mtween piezx)一 

( =h／2，0=7【／2) Go／(N／nl2) piezoeleetrie plate~．1tl ele* trie plate ma(1 
—  

(’／ etastk 
plate eltLstic plate 

— — p t 、～ 

2．2O2 349 45 689 82 2．36×l0 I 9 0．43 —4 O 

2．100 333．238 655．76 2．15×lOs 1 95 0．37 一4．1 

2．O 317．274 621 83 1．96×lOs 2 0 31 —4 1 

1．901 301．621 588．37 1．78×1 2．1 O．25 —4．1 

1．798 285．376 553 44 1．60×1 2．3 O 18 —4 1 

1．700 269 874 519．93 1．44×lOs 2．4 O．1O —4．1 

1．597 253．521 484 40 1．27×1 2．5 O 2 —4 2 

1．501 238．320 451．21 1．13×lOs 2．6 一O．06 —4．2 

1 401 222 326 416．15 9 95×1O 2．7 一O 16 —4 2 

1．299 2o6．184 380．67 8
． 62×10 2．9 一O．26 —4．2 

1 199 190．387 345 89 7 41×1O 3．1 一O．36 —4 2 

1．111 176．448 315．23 6．42×1O 3 2 ——0．46 —4 2 

1 O 158 830 276 61 5．27×10 3．3 一O．58 —4 1 

0．893 141．838 239．67 4． 26×1O 3．5 —0 7 —4 O 

O-8 l27 107 208．o9 3
． 47×10 3．7 —0．79 一3．9 

O 700 l11．283 174 87 2 71×10 3
．7 一O 88 —3 7 

O．602 95．746 143．31 2
． 【)5×10 3 8 一O．95 ——3 4 

O．5 79．478 l11 85 1
．45×1O 3．6 一O．98 —3 0 

O 4 63．577 83 264 9
．

63×1O6 3 3 一O 93 —2
． 5 

0．294 46 ．71O 55．235 5．16×1O6 8
．2 一O．72 一J．7 

O 2 31 684 34 573 2 50×1O6 8
．5 —0．47 —0 9 

O．1 15．783 16 130 664 590 5．6 一O 16 —0 3 

注： 是在圆孔边上0=rrl3、X3=hi2处的值 

载荷作用，同时板的上下表面短路时，电对正应力的影响 

很小，可以忽略不计，但对剪力的影响比较大。而且电势 

的集中现象也很明显，但这种集中现象随着圆孑L的直径 

与板厚的比值的减小而减弱，这点从图 l8也可看出。 

下面给出一组圆孑L直径和板厚比为 2(即 2 ro／h= 

2)时有关力和电分量的分布图，如图 3～图 14所示。 

从图 3可以看出， 在 =h／2、0=兀／2和 ：一兀／2时 

有最大值。这个和非压电板的形式是一样的。从图4 

可以看出，电势 在圆孑L边上 =0(即板的中面上) 

时，在 0=±丌／2时有最大值，这个和有限元计算的分 

布形式相同。从图 5可以看出，电势 在 0、0= 

丌／2时，电势在圆孑L附近存在集中现象，这个和有限元 

计算的结果比较如图 15所示。从图6可以看出，电场 

强度 在x =0、0=±兀／4和0=±3兀／4时，在圆孑L边 

上有极值。从图 7可以看出，电场强度 E 在 =0、 

0=兀／4时 ，在圆孑L附近存在集中现象。从图 8可以看 

出，电场强度 沿板厚线性分布，并且在上下表面处 

有极值，这个和有限元计算的分布形式相同。从图 9 

可以看出，电场强度 E，在 h／2、0：兀／2时，在圆孔 

附近存在集中现象。从图 10可以看出，电位移 D 在 

3=0、0=±兀，4和 0=±3M4时，在圆孔边上有极值， 

这个和图 6电场强度 的分布形式相同。从图 1 1可 

以看出，电位移 在 =0、0=兀／4时，在圆孑L附近存 

在集中现象。从图 12可以看出，电位移 D 在X3=h／2 

时、在 0=±丌／2时有最大值；从图 l3可以看出，电位 

移D，沿板厚线性分布，并且在上下表面处有极值；从 
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E 
＼  

> 
一  

0|rad 

图3 在x3=hi2时沿孔边周向的分布 

Fig．3 Profile of G0 alongthe edge 

ofthe hole at X3 h／2 

0|rad 

图6 电场强度 E 在x3：0时沿孔 

边周向的分布 

Fig．6 Profile of electric strength Ee alongthe 

edge of the hole at X3 0 

E 
＼  

> 
一  

＼  

E 一 
＼  

> 一 

一 1 

— 2 

|·l m 

图9 电场强度 E3在 3=h／2、0=7r／2时 

沿孔的径向分布 

Fig．9 Profile of electric strength Es along radial 

direction ofthe hole at X3=h／2．0=7r／2 

图 12 电位移 ，J3在 3=h／2时沿 

孔边周向的分布 

Fig．12 Profile of electric displacement D3 

alongtheedge ofthe hole at 3：hi2 

> 
＼  

图4 电势在 3=0时沿孔边周向的分布 

Fig．4 Profile of electric potential along the 

edge ofthe hole at X3=0 

> 
＼  

， ／1／1 

图 5 电势在 x、=0、0=Ⅱ，2时沿孔的径向分布 

Fig．5 Profile of electric potential along radial 

direction ofthe hole at 3=0 and 0=7r／2 

E 
＼  

U 
一  

＼  

Q 

，·／m 

图7 电场强度 ED在x3=0、口=Ⅱ，4时沿孔 

的径向分布 

Fig．7 Profile of electric strength Eo along radial 

direction ofthe hole at 3=0 and 0=7r／4 

图 10 电位移 在 3=0时 

沿孔边周向的分布 

Fig．10 Profile of electric displaceme nt Do 

alongtheedge ofthe hole at X3 0 

图 13 电位移 D3在 0=7r／2、r：r0时 

沿板厚的分布 

Fig．13 Profile of electric diplaceme nt D3 along 

thethickness ofthe plate at 0=丌／2．r=ro 

E 
＼  

U 
一  

＼  

Q 

图 8 电场强度 E 在 8=Tc，2 r=rI1时 

沿板厚的分布 

Fig．8 Profile of electric strength alongthe 

thickne~ ofthe plate at 0 7r／2 r0 

，·／m 

图 11 电场位移 D 在 3=0 0=7r／4时 

沿孔的径向分布 

Fig．1 1 Profile of eleetric diplacement Do along 

radial direction of the hole at 3=0，0= ，4 

，·／m 

图 14 电位移 Dj在 3=h／2 0=7r／2时 

沿孔的径向分布 

Fig．14 Profile of electric diplacement D3 along 

radial direction ofthe hole at X3 h／2．0=丌／2 

X × X X X X X X × X 

8  6  4  2  

一．E＼弓 ＼ 
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> 
＼  

图 l5 电势在 3：0、0： ／2时沿孔径向的分市， 

有限元 Ansys和本文解的比较 

Fig．15 Potential along radial direction of the hole at 

x3：0．0：Ⅱ，2 ofthis papermethod comparedwith FEM 

2．2 
一  

： 2．0 
0  

I．8 

{  

I．6 

1 I．4 

毒 I．2 
r● 

I．0 

0．8 

21 ()／h 

图 l8 孔边电势集中情况 

Fig．18 Egde electric potential concentration 

versus ratio of hole diameter to plate thickness 

图 14可以看出，电位移 D 在 

圆孔附近存在集中现象。 

2r(1／h 

图 l6 孔边切向弯矩的应力集中情况 

Fig I 6 Edge tangential moment concentration 

versus ratio of hole diametertoplate thickn ess 

一 2／ o／h 

图 I9 孔边垂直于板面方向的电位移的集中 

Fig．19 Ed ge electric displacement D3 VS．ratio 

of hole diameter to plate thickness 

= h／2、 =7r／2时，在 

对不同孔径和板厚的比值进行计算 ，可以得到一 

系列有关力电分量集中情况随这个比值的变化情况。 

从图 16和图 17可以看出切向弯矩和切向剪力的集中 

系数随孔径与板厚的比值的变化；从图 19和图 20可 

以看出，孔边垂直于板面方向的电场强度的集中系数 

随孔径与板厚的比值增大而增大，但是相应的电位移 

的集中系数却随孔径与板厚的比值增大而减小。从图 

21和图 22可以看到孔边切向的电位移和电场强度的 

集中系数随孔径与板厚比值的增大而增大，它们的变 

化趋势和切向剪力集中系数的变化趋势相同。 

比较 PZT-4无穷大板含孔受纯弯曲作用和与 PZT一 

4有相同弹性常数的横观各向同性无穷大板含孔受纯 

弯曲作用的应力集中情况。从表 I的最后两列可以看 

出，这两种情况下弯曲的正应力的误差很小，但是剪应 

力的误差比较大，说明压电效应对剪应力的影响比较 

大，对正应力的影响比较小。 

5 结论 

以上给出满足含圆孔压电板弯曲问题 Reissner理 

论方程的通解 ，只要把通解代人相关的边界条件，就可 

以确定通解中的未知常数。借助有限元Ansys求解含 

图 l7 孔边切向剪力的应力集中情况 

Fig．17 Ed ge shear—stress resultant versus 

ratio of hole diameter to plate thickness 

21’̈／î 

图 2o 孔边垂直于板面方向的电场强度的集中情况 

Fig．20 Ed ge electric strength E3 concentration vePsus ratio 

of hole diameter to plate thickness 

2t 0／h 

图2l 孔边切向的电场强度的集中情况 

Fig．21 Edge electric strenglh Ee concentration venls ratio 

of hole diameter to plate thickness 

2， ／h 

图 22 孔边切向的电位移的集中情况 

Fig．22 Ed ge electric displacement De concentration veins ratio 

of hole diameter to plate thickness 

O  8  6  4  2  O  8  6  4  2  O  

2 ● ● ● ● ● 0  O  O  O  O  
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圆孔无穷大压电板受纯弯曲作用时电场和力场的分布 

形式。考虑这种压电板的上下表面电的边界条件是短 

路 ，可得出以下结论： 

1)压电效应对面内弯曲正应力的影响很小，可忽 

略不计。 

2)压电效应对剪应力影响较大，切向电场强度和 

电位移的集中程度随圆孔直径与板厚比值的改变而变 

化的趋势和切向剪力的相同。 

3)中面上孔边的电势和垂直于板中面方向的电场 

强度的集中程度随着圆孔直径与板厚的比值减小而减 

弱，垂直于中面方向的电位移的集中程度随着圆孔直 

径与板厚的比值减小而增强。 

4)如果不考虑压电效应，本文的结果可以退化到 

非压电板 含孔 受纯 弯曲作用 的结果，此时结 果与 

Reissner 的结果完全相同。利用本文的结果还可以 

进行叠加，可以求出含圆孔的无穷大板，板的上下表面 

电源短路，受纯扭作用时电场和力的分布。 
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