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摘要 在基本无振荡格式的构造中，将通常的对流通量了的逼近方式推广到对通量导数的逼近，这一构造方法

可以有效地应用到非均匀或非结构网格.直接基于非均匀网格上，构造r一个二阶的基本无振荡(ENO)差分

格式 该格式具有形式简单，对网格的划分灵活，与传统格式相比不增加计算量等优点.几个数值算例证明了

格式的有效性.

关健词 TVD格式，ENO格式，非均匀网格

引 言

    TVD(total variation diminishing)格式[l,2]和
ENO(essentially non-oscillatory)格式[3,4]是近20年
发展起来的高精度高分辨率格式，众多的TVD或

ENO格式都是基于等距网格来进行构造的，对于物
理尺度变化较大的区域，通常采用坐标变换，在新坐

标系下划分为均匀计算网格来进行数值计算，当物
理尺度变化剧烈时坐标变换带来变化悬殊的Jacobi

值，因此对物理量导数的逼近将出现较大的误差[s]
如在高R。数流动计算中，由于边界层厚度很小，通

常在壁面进行加密变换，从而导致物理网格尺度变
化很大;而且对于很多不规则的流动区域，要进行坐

标变换而获得规则的计算区域并不是很容易的事.

    本文直接基于非均匀网格，构造了一个二阶的

基本无振荡差分格式.首先引入TVD格式的限制器

函数将逼近导数的一阶偏心、二阶中心和二阶偏心

格式组合起来，给出了对导数值的一个二阶差分逼

近算子，将此算子应用于微分方程的数值计算中，

得到的数值结果是基本上无振荡的.进一步推广此

方法，将导数的一阶偏心、二阶中心和二阶偏心近

似在非均匀网格上计算，用同样方法得到一个新的

二阶基本无振荡格式.该格式具有形式简单，对网

格的划分灵活，与传统格式相比不增加计算量等优
点

    利用一阶波动方程检验了格式的精度，定常

Burgers方程检验了格式对定常正激波和无薪非定

常Burgers方程检验格式对运动激波的捕捉能力，
一维激波管问题验证了格式在方程组中的应用.

1新的导数差分通近算子

对双曲守恒律方程
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空间导数厂二Of /Ox的二阶中心差分格式为

fl(2C)、击(fj+l一f,-1) (2)

二阶偏心格式为
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显然可见，在5点(布-2,勺一，，xj,芍十，,xi+2)上，对

其相邻的3点(2j十r-2,Xj+二一，，2j+二)，I'的二阶逼近
分别对应着上面的3种形式，其中r=0,1,2.

    对式(2)，式〔3)作类似文献[6,7]的分析可知，
二阶迎风格式为负色散格式，二阶中心格式为正色

散格式，由色散(频散)控制的思想构造高精度、高

分辨率差分格式，国内学者已有较深入的研究，并
获得了性质较好、应用较广的数值格式[v,8].这里我
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们将作进一步的推广应用，将式(2)和式〔3)分开写

成下列形式

阶基本无振荡格式:

fi1(2o)、1Ox【。一。一+1(a。一2fj+“一，」+
      O(ox2)

沙U)、六匡一:一+蠢(fi一2。一+。一:)]十
      O(6,x2)

对of l， > 0au j时，有
一阶迎风差分

(4)

俨，侧六卜+1一。一去(fj+1一2。十、一小
      O(Ax2)

f,7(2 U) N 1Qx ['fj+1一。一2 (fj+2一2fj+l+fi )] +
O(Ox2)

        ,(1Uf2)一al,jfj +bl,jfj-1            (10)

    二阶迎风差分

    fjl(2U)一a2,j fj + b2,j fl -1 + C2, j fj-2 (“)

    二阶中心差分

    '(2Cfj)一a3,j fj+bs,j fj-1+C3,jfj+1      (12)

    设hj“sj+:一xi，通过简单的Taylor展式，

我们可以确定式(10)(12)里的系数

则可引入TVD格式中使用的限制器函数，对式

和式(5)中的不同部分进行选择，即:

    对a=a了/a。>0

aid +bl,i

-hj-lb1,i

(s)
(’)

= 1

:岛1:一。一、2 min i mod (fj+1一、
得: b1,j

无-1,力一2fi-i+寿-2) (6)

对a二aflaa <。

二一llhi-1,al,i =一气，

a2,i十如,i +C2,i =。

一气，与-1一气只凡一，十匆-2)=1

b2,i心一1+C2,i (hi-1 + hi-2)2=0

、澎}a [fi+，一:一2 min‘mod (fi+1一、 得:C2,、二
hi_lhi_2+hi2_2

b2，二
hi-1+hi-2
-h;-1 hi-2

几一，, fi十2一2fi+1+方)」 (7)
=-b2,，一C2.i

为方便在下节中的推广应用，利用一阶迎风逼

1 (4x:一“一’

a3,i + b3,7 + C3,9=0

六(fj+1一“’
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将〔6),(7)式写为另一种形式

fi� , }} fil(1U)

  f;(2o)
+委min;mod (fi1(2U，一fr(1U)

(9)
(13)

    式(6),(7)或式(9)是在均匀网格上进行的，第2
节我们将从(9)式直观地构造非均匀网格二阶基本
无振荡差分格式.

下面我们基于非均匀网格构造式(9)形式的二

~、Of I __、
对于子}<0时，

      au li
一阶迎风差分

      月(，”)一at,ifi+b1,i fi+1
二阶迎风差分

  石(2U，一a2.J fi+b2,ifi+1 +c2,ifi+2

二阶中心差分

  1(2cf;)一aad fi + b3,f fi-1 + cs,i fi+1

(14)

2非均匀网格二阶基本无振荡格式的构造

(15)
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同理可求得上面三式的系数.

    将求得的式(10)-(12)或式(13)(15)代入式
(9)，即得到非等距网格的二阶基本上无振荡格式，

3数值算例

    我们通过几个简单算例，从数值方面检验了上

述格式的精度以及基本无振荡的性质.

3.1线性初值问题

4x=1.25 x 10-3.图4为任意划分的网格，计算区

域xE卜1,1]，即L=1最小问距为2.0 x 10-4，
最大间距为2.23 x 10-t.

aC- rate

numerical

J    0

-0.25

8u+   8uat + ax一0，一‘<x<1
。(二，0)=u0(二)， 一1<x<1

-0.50

(16)
-0.75

采用周期边界条件.

    此算例主要是从数值上验证格式(6)和 (7)的

精度，uc (x) = sin(arx), t = 1.从表1可看出，此格
式的最大误差(L-，极值点附近)精度阶也基本接
近二阶，因而是一致高精度的格式.时间离散采用

二阶Runge-Kutta法[4]

一‘.00-n10  -0.05    0

                        x

    图1格式(6),(7)结果

Fig. 1 Results of scheme (6),(7)
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      表1格式((8)精度表

Table 1 The accuracy of scheme (8)

补
Lw error

2.6971.1

8.5893.2

2.6052,2

7.2093,3

1.9135,3

4.9221,4

Lm order Li order

-0.25

:_::{ -0.50

;::
853914
1.959

Li error

1.7774e-1

5.1734,2

1.2529,2

3.1066e.3

7.7313,4

1.9291e-4

1.781

2.046

2.012
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3.2非线性Burgers方程的定常解

-0.05

8u    8u    1 82u
at +uax=Re 8x2             (1}()

    图2

Result.

非均匀网格结果

of non-uniform grid scheme

使用此算例的目的是验证所构造的格式对正激波

的浦捉能力以及数值解的基本无振荡要求.对方程

(17)，v(x)=tanh(-Re - x/2)是一个定常解，N
此我们取其相应的边界条件:试-L, t)=tanh(L x

Re/2)，u(L,t)=tanh卜L x Re/2);初始条件取
。(二，0)二0;Re=1000，网格点数均为N=81，图
I-图3的计算区域为二E卜o.1, 0.1}，即L=0.1.

格式(队(7)的结果见图1.非等距格式的网格划分
为:从原点向两边，网格间距按△77=6.410x10-5
倍数逐渐增大，最大问距为△二=3.75 x 10-3，最
小问距为△x = 1.25 x 10-3，见图2.图3为分段
均匀网格，两边网格网格最粗，为△二= 5 x 10-3,
然后向中间靠近是 △二二2.5 x 10-3，中间最小为

aCCUIa七e

numerical

之

0.05     0.10

图3 非均匀网格结果

Fig.3 Results of non-uniform grid scheme
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图6非均匀网格结果

图4非均匀网格结果 Fig.6 Results of non-uniform grid scheme

Fig.4 Results of non-uniform grid scheme

3.3非线性初值问题
— aCCUrate

      numerical

10

08
万

滩

忍

。

0

0

0

au     8u
- + u- = U
口亡 d男

0<x<27r

u(x, 0)=0.3+0.7 sin二，0<二< 27r
(18)
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          图7非均匀网格结果

Fig.7 Results of non-uniform grid
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以27r为周期的边界条件

    此算例表明了几种格式对运动激波的捕捉能

力，网格点数均为N=81.格式(队(7)见图5.
图6，图7为非等距网格格式结果.图6的网格划分

为:从原点向两边，网格间距按△77 = 2.0138 x 10-3
倍数逐渐增大，最大间距为△二=1.178 x 10-1，
最小间距为△x = 3.927 x 10-Z.图7为分段均匀网

格，两边网格网格最粗，为△二=1.571 x 10-r，然

后向中间靠近是△x = 7.854 x 10-2，中间最小为

△二=3.927 x 10-2.图8为任意划分的网格，最小间
距为6.2832 x 10-4，最大网格间距为7.2257 x 10-i.

图9为此任意划分的网格下，二阶中心(2C、一阶

l0

08

-0.2-0_4

234·图8非均匀网格结果Fig.8 Results of non-uniform gad scheme

    图5格式(6)x(7)结果

Fig.5 Results of xheme (6),(7)

迎风 (1U)和本文格式 (present)与精确解的比较
图，可看出，本文构造的格式既克服了二阶中心格式

的数值振荡，又比一阶迎风具有较小的数值耗散，
增强了分辨率.
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一、图9几种格式比较

Fig.9 Comparisons of several schemes

          图11非均匀网格结果

Fig.11 Results of non-uniform grid
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3.4激波管问题[10]的数值模拟
    计算了t = 0.14，网格点N=101时的分布情

况，此问题验证格式在方程组中的应用.我们采用
Steger-Warming[11]分裂技术，先把通量分裂为正、
负通量，再分别计算.

    图10为均匀网格格式(句,(7)的结果;图11的

网格划分为:从中心点二=0.5开始，向两边网格

间距逐渐增加，最大网格△xmax=1.5 x 10-2，
最小网格△xaun=5 x 10-3;图12采用分段式

均匀网格: [0,0.25],△二=5 x 10-2;  [0.25,0.56],
Ox=6 x 10-3; [0.56,0.65],△二=6.25 x 10-3;
[0.65,0.81,△二=6 x 10-3; [0.8,1.0], Ox=5 x 10-2.

0.50x

          图12非均匀网格结果

Fig.12 Results of non-uniform grid scheme

一步地构造了基于非均匀网格的二阶基本无振荡格

式.该格式形式简单，对网格的划分灵活，且只要网
格划分给定，所有系数均只需计算一次，因此与传
统格式相比不增加计算量.数值算例证明了格式的

有效性.
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A SECOND-ORDER NON-UNIFORM GRID ESSENTIALLY

      NON-OSCILLATORY DIFFERENCE SCHEME')

                          Shen Yiging;.t   Gao Zhit
        "(Department of Mathematical Sciences, Tainghua Univerai勺，Beijing 100084, China)

t (Laboratory of High Temperature Gas Dynamite, Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences,
                                    Beijing 100080, Chin司

Abstract   In the paper, we generalized the approximate technique of fluxes in usual difference scheme to

approximate the derivatives of fluxes. This new technique can be effectively applied to non-uniform grid or

unstructured mesh. Based on non-uniform grid, we constructed a second-order essentially non-oscillatory finite

difference scheme. Compared with traditional schemes, the new scheme has simple form and its grid generation

is very flexible and it also does not increase CPU time. Several numerical examples show that the present
scheme is efficient.

Key words  TVD scheme, ENO scheme, non-uniform grid
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