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摘要 : 使用自行设计的的真空实验装置 , 采用一维实验室土柱实验方法在不同实验条件下进行了 15 组实验 , 并基

于实验所得的穿透曲线 , 使用梯度正则化方法反演得到了镉离子在 8 种葡萄牙土样和 1 种比利时土样中相应的传输

模型参数。同时通过数值模拟实验验证了梯度正则化方法的有效性和可靠性 , 进而证明所得结果是有效的。
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溶质在土壤及地下水中的迁移、转化是一个十分复杂的物理化学过程 , 其数学模型可表达为耦合不同效应

的对流扩散方程 (CDE) [1 ] 。在该模型中 , 某些相关参数的数值很难直接测得 , 一般运用最优化方法 , 通过迭代

求解使得计算结果与实验结果最接近 , 从而得到参数的最优估计值。对于土壤和地下水中溶质迁移的参数反演

问题 , 通过一维实验室土柱实验获得穿透曲线 (Break Through Curves , BTCss) , 进而根据拟合穿透曲线优化确定

相关参数的方法经常使用。如 Inoue 等[2 ]采用 30 cm 长的土柱进行实验 , 并使用 Levenberg2Marquardt 方法确定了

NaCl 在砂土中传输的水动力学参数和溶质传输参数 ; Kamra 等[3 ]采用多个长 10 cm 的小土柱进行实验 , 并采用

Parker 和 van Genuchten 基于非线性最小二乘法开发出的曲线拟合程序 CFXFIT[4 ] , 通过拟合穿透曲线得到溴化物

及杀虫剂在德国北部两种土样中迁移转化的相关参数等。

本文研究的问题基于欧洲共同体资助的项目 , 针对 8 种来自葡萄牙及 1 种来自比利时的砂质土样 , 研究不

同条件下镉离子在非饱和土壤中的传输规律并确定相关参数。根据一维实验室土柱实验获得穿透曲线 , 反演方

法采用梯度正则化法[5 ] , 反演方法的有效性和抵抗观测噪声能力通过数值模拟实验的方法来验证。针对 9 种土

样 , 进行了 15 组实验 , 并根据实验结果反演得到镉离子在不同条件下及不同土样中的传输参数。

1 　非饱和土中镉离子传输的数学模型

镉离子在非饱和土中的传输方程为[7 ,8 ] :

KCdρ
5 C
5 t

+
5 (θC)

5 t
+ρ5 S

5 t
=

5
5 z

θαν5 C
5 z

-
5 ( qC)

5 z
(1)

5 S
5 t

= β[ K( S0 - S) C - S ] (2)

式中 　C 为待求的污染物浓度 ; KCd为吸附系数 ; ρ为干土样的密度 , g/ cm3 ; θ为饱和度 (体积含水率) ;α为纵

向弥散度 ; ν为液相流速 , cm/ h ; q 为达西流速 , cm/ h ; S 为吸附浓度 ; β为交换系数 ; K 为分配系数 ; S0 为

固相中最大吸附浓度。

为计算方便 , 以实验时土柱上方的入流镉溶液的原始浓度 C0 作为浓度 C 的特征量 , 以最大吸附浓度 S0
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作为吸附浓度 S 的特征量 , 对上述方程做了量纲一的处理 , 量纲一的吸附浓度以 S2 表示 , 量纲一的浓度仍以

C 表示。综合考虑实验中相应的初始及边界条件 , 可最终得到镉离子在非饱和土中迁移的控制方程 :
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式中 　t1 为加污时间 , h ; t2 为加水清洗时间 , h ; L 为土柱长度 , cm; KA 为沉淀速度 ; KB 为裂解速度 ; γ为

相对最大沉淀量 , 均为量纲一参数。其中纵向弥散度α、吸附系数 Kcd、沉淀速度 KA 、裂解速度 KB 和相对最

大沉淀量γ为待反演参数。

2 　梯度正则化法及数值算例

通常 , 反问题都是不适定的 , 即解的存在性、唯一性及求解过程的稳定性很难保证。正则化方法[6 ]是求解

不适定问题的一种有效方法。梯度正则化算法 ( GR) [5 ]属于迭代正则化方法 ,主要适用于求解非线性不适定问

题 , 自提出以来 , 在声波方程反演[9 ]、材料物性参数识别[10 ]等许多领域都得到了成功的应用。

将待反演参数以矢量 �p 表示 , 即 �p = {α, KCd , KA , KB , γ} 。给定参数 �p 的数值后 , 由式 (3) ～式 (7) 可计算

求得出流端溶液浓度分布 �C ( �p) 。若将实验所得的出流端溶液浓度分布记为 �CE , 将实验值 �CE 在计算值 �C ( �p) 附

近作一阶 Taylor 展开 , 略去高阶小量后 ,可得 :

�CE = �C ( �p0) + G ( �p - �p0) (8)

式中 　�p0 为求解的初始值 , G = 5 �C ( �p) / 5�p �p = �p0
。为简便表达 , 令Δ�p = �p - �p0 , 代入式 (8) , 并在两边同乘以 G

的转置 , 以解决 G 一般为非方阵的问题。引入正则项并整理后可得梯度正则化法的迭代公式为

( GT G +λI) ·Δ�p = GT[ �CE - �C ( �pn) ]

�pn+1 = �pn +Δ�p
(9)

式中 　I 为单位阵 ; λ为正则化参数。

对于实际问题而言 , 观测量不可避免地会带有观测噪声 , 即

�CE = �C 3
E +σ (10)

式中 　σ为观测噪声 ; �C 3
E 为不含噪声的观测真值。

将式 (10) 代入式 (9) , 同时对矩阵 G 做奇异值分解 (SVD) , 并代入式 (9) , 整理后可得 :

Δ�p = 6
m

i = 1

siu
T
iΔ�C

s2
i +λ

νi - 6
m

i = 1

siu
T
iσ

s2
i +λ

νi (11)

式中 　m 为方阵 GT G 的秩 ; si 为按照下降顺序排列的奇异值 ; ui 及ν分别为第 i 个左、右奇异向量 ; Δ�C =

�C ( �p) - �C 3
E 。

由于反问题具有不适定性 , 奇异值 si 的某些分量会非常小 , 乃至趋近于零。从式 (11) 可知 , 当考虑观测噪

声时 , 若将正则化参数选取为一个合适的值 , 就可以在一定程度上达到抑制观测噪声的目的。参考文献 [10 ] ,

基于信赖域方法的思路选取正则化参数。

梯度正则化法的有效性通过如下数值模拟试验验证 : 在其他方程参数确定的条件下 , 首先给定一组参数 �p
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的数值 (参数真值) ,解得相应的穿透曲线后加入一定强度的随机噪声 , 并以加入噪声后的穿透曲线作为模拟实

验结果 , 采用梯度正则化法进行反演计算。求解初值取为[015 , 015 , 015 , 015 , 015 ] ,计算结果如表 1 所示。考

虑观测噪声时反演得到的穿透曲线与模拟实验得到的穿透曲线拟合情况如图 1 所示。
表 1 　模拟反演计算结果

Table 1 Simulated numerical inversion results

误差
强度

参数真值 反演结果
α Kcd KA KB γ α Kcd KA KB γ

迭代
次数

0 % 01683 5 01115 4 11929 8 01002 6 01603 7 01683 5 01115 4 11929 8 01002 6 01603 7 19
2 % 01683 5 01115 4 11929 8 01002 6 01603 7 01716 4 01119 1 11909 4 01002 5 01606 3 40
4 % 01683 5 01115 4 11929 8 01002 6 01603 7 01712 5 01115 7 11972 5 01003 2 01605 0 21

图 1 　模拟实验穿透曲线与反演穿透曲线的拟合

Fig11 Simulating experimental BTCs and inversed results

以上结果表明了梯度正则化法是一种有效的反演方法 , 即使在存在一定强度观测噪声的情况下 , 使用该方

法仍能反演得到较准确的结果。

3 　实验过程

实验数据通过一维实验室土柱实验得到。在本文的实验中 , 设计了一套真空装置 (图 2) ,使土柱底端维持

图 2 　土柱实验装置示意图

Fig12 Experimental set2up for soil column experiment

一定的负压 , 土柱上端始终保持与大气相通 , 依靠土柱两

端的空气压力差使污染物溶液产生强制流动。同时通过计

算机控制的真空系统作用使得土柱两端维持恒定的压差 ,

进而使流动保持相对恒定的速度。这样不但可以在保证实

验准确性和精度的条件下 , 缩短实验时间 , 还可以在土壤

含水率较低的条件下 , 保证实验顺利进行 , 并得到准确结

果。

实验装置主要包括 3 部分 , 即真空控制系统、土柱渗

流系统和供水系统。流出液浓度测试由岛津 AA646 型原

子吸收分光光度计测定。真空控制系统主要包括微机、高

分辨率 A/ D 板、数字 I/ O 绝缘板、开关盒、压力传感器、

压力计、真空泵和缓冲罐等。该部分的主要作用为通过微

机控制 , 使得土柱下方保持恒定的真空度 , 以产生土柱中

的强制流动。渗流系统主要由土样盒、集水器及阀门组成。该部分用以盛放土样并收集土样中流出的溶液。供

水系统主要包括蠕动泵及精密的输液管路 , 用于从土样上方为土样提供入流溶液。实验过程如下 :
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(1) 溶液的配制和土柱的准备 　实验溶液为给定浓度和 pH 值 Cd (NO3) 2 的溶液 ,土柱高度为 8～10 cm 左

右。将装填好的土柱用 pH值与实验所用溶液的 pH值相同的蒸馏水饱和浸泡 24 h。实验开始前 , 调整好蠕动泵

转速及真空系统的真空度 , 以保证土柱上方入流溶液的流量固定 , 并保证土样两侧压差固定。入流溶液首先采

用蒸馏水 , 供液时间持续 10 h 以上 , 以预先造成土柱的定常渗流及定常饱和度。

(2) 实验步骤 　实验开始时 , 保持土柱上方供液流量及土柱两侧的压差不变 , 以配制好的镉溶液代替蒸馏水

做为入流溶液 , 进行污染阶段的实验。此阶段中定时从集水器中收集流出液 , 装入试管留待检验。经过一定的实

验时间后 , 入流溶液用配制好的一定 pH值的蒸馏水取代镉溶液 , 进行清洗阶段的实验 , 仍在相同的时间间隔下

收集流出液 , 装入试管留待检验。经过相同的实验时间后 , 停止实验。化验流出液浓度从而得到实验的穿透曲

线。

(3) 土样体积含水率的测定 　将实验土柱取出并切成几小块 , 盛入小铝盒中 , 称量此时每小块土的重量。

然后 , 将实验土和铝盒一起放入烘箱中 , 在温度 100 ℃下烘干 24 h , 取出土样并称量其重量 , 由土样前后重量

的差值可算得每块土样的体积含水率。进而可以得到土样相应的平均体积含水率。

4 　实验结果及参数反演结果

实验土样为 8 种来自于葡萄牙 (土样 A12A4 , C12C4)和 1 种来自于比利时 (土样 B)的砂质土样。在不同条件

下实验共进行了 15 组。实验所用土柱直径为 31464 cm。各组试验条件见表 2。其中 : L 为土柱高度 , pH 为溶

液的 pH值 , ΔP 为土柱两端的压力差 , C 为镉溶液的原始浓度 , T1 为加镉溶液的时间 , T2 为加蒸馏水清洗的

时间 , θ为土样的平均含水率 , ρ为土样的真密度 , q 为达西流速。
表 2 　实验条件

Table 2 Experimental conditions

实验组号 土样 L / cm pH ΔP/ (atm) C/ (mg·m - 3) T1/ h T2/ h θ ρ/ (cm·g - 3) q/ (cm·h - 1)
1 C2 810 210 012 2 550 610 610 01237 5 11780 9 11564 9
2 C2 810 610 012 12 406 810 810 01214 1 11792 4 01979 6
3 C2 810 410 012 12 886 615 515 01236 8 11786 4 11429 1
4 C2 719 216 012 12 850 615 515 01208 4 11747 6 11355 7
5 C1 810 610 012 23 043 610 610 01265 0 11857 3 11423 6
6 C3 810 610 013 23 043 1210 1210 01232 7 11823 5 01596 4
7 C2 810 610 011 23 043 610 610 01269 2 11751 9 11372 6
8 C4 715 610 013 23 043 910 910 01220 3 11867 3 01971 7
9 A4 1010 610 0105 6 93916 3125 2175 01197 7 11763 9 21313 0
10 A1 1010 610 0105 6 93916 310 310 01200 5 11839 9 21930 7
11 A3 1010 610 0105 6 93916 310 310 01257 2 11819 0 21942 6
12 A2 1010 610 0105 6 93916 310 310 01240 1 11655 4 21950 0
13 A2 1010 316 0105 6 88313 310 310 01199 4 11781 0 21807 7
14 A3 1010 210 0105 7 05115 310 310 01237 9 11720 4 21905 9
15 B 215 210 0120 13 193 2018 2813 01491 2 11872 4 01103 7

采用梯度正则化法根据相应的实验结果所反演得到的镉在不同土样中的传输参数如表 3 所示。
表 3 　参数反演结果

Table 3 Numerical inversion results for experimental BTCs

组号 α Kcd KA KB γ 组号 α Kcd KA KB γ
1 01470 5 01107 4 21718 2 01003 8 01570 6 9 01871 6 01085 7 31127 6 01026 3 01232 2
2 01459 3 01094 9 11559 0 01001 0 01495 5 10 11141 4 01069 5 61498 1 01004 3 01479 8
3 01190 1 01099 7 21329 7 01020 4 01490 1 11 01622 3 01091 1 31666 5 01002 5 01474 3
4 01231 2 01096 9 11566 4 01020 3 01446 1 12 01715 6 01107 6 41748 7 01014 3 01540 8
5 01096 3 01081 3 21412 4 01000 1 01124 2 13 01466 1 01075 9 31238 6 01008 6 01472 4
6 01179 0 01091 0 21152 0 01013 1 01090 0 14 01000 1 01092 1 51973 5 01319 5 01145 9
7 01269 1 01072 8 21952 4 01002 9 01410 6 15 81615 8 31614 7 01698 1 01004 4 31517 2
8 01096 1 01114 8 21231 6 01049 8 01089 3
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根据反演结果计算所得的穿透曲线与实验穿透曲线之间的误差如表 4 所示。其中 E2 由下式求得 :

E2 =
6

n

i =1
[ Ci ( �p 3 ) - CEi ]2

n
(12)

式中 　�p 3 为反演得到的参数值 ; Ci ( �p 3 ) 为在第 i 个实验点根据反演结果�p 3 计算所得的浓度结果 ; CEi为第 i 个

实验点所得的实验观测结果浓度 ; n 为观测点个数。
表 4 　反演计算结果与实验结果的误差

Table 4 Errors between inversion results and experimental results

实验号 1 2 3 4 5 6 7 8
E2 01002 4 01001 7 01004 2 01002 4 01004 4 01038 6 01004 2 01014 9

实验号 9 10 11 12 13 14 15
E2 01004 4 01001 2 6160 ×10 - 4 6152 ×10 - 4 01001 3 01023 3 01002 0

根据表 4 的结果 , 并综合考虑数值模拟实验结果及观测噪声 , 可以看出 , 本文所得的结果是可靠的。

5 　结　　论

本文采用真空装置 , 对镉离子在不同非饱和土样中的传输过程进行了实验研究 , 并在实验结果的基础上 ,

利用梯度正则化方法反演得到了相应的传输参数。依据反演值所得的结果与实际实验结果能够很好的拟合 , 这

说明本文所得的结果是可信的 , 该结果可为相关研究提供参考。
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Model parameter inversion for cadmium ion transport through unsaturated soils
Ξ

CUI Kai1 , LI Bao2yuan2 , LI Xing2si2 , YANG Guo2wei1

(11 Key Laboratory of High2temperature Gas Dynamics , Institute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing 100080 , China ;

21Department of Engineering Mechanics , Dalian University of Technology , Dalian 116023 , China)

Abstract : The procedure of cadmium ion transport through unsaturated soils can be described by the convection2diffusion e2
quation , coupled with non2equilibrium sorption effect1 The undetermined model parameters in the dimensionless governing e2
quation include the longitudinal dispersivity , the sorption distribution coefficient , the precipitating rate , the dissolving rate and

the maximum precipitation1 This paper aims at inversing parameter values of the parameter mentioned above for cadmium ion

transport in 8 Portugal soils samples and 1 Belgium soils sample under different experimental conditions1 Experimental results

of 15 groups are obtained in virtue of the laboratory soil column tests for 9 soils samples mentioned above by using self2designed

experimental apparatus under different experimental condition1 The gradient regularization method is adopted as the inversion

method1 Based on the experimental results (BTCs) , the corresponding model parameters for each experiment are identified by

the numerical inversion1 The validity and reliability of the gradient regularization method is verified by the numerical simulated

experimental results1 The computational results confirm the veracity of results presented in this paper1
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启　　事

为扩大作者论文的学术交流 ,本刊自 2004 年 9 月起 ,加入了台湾华艺中文电子期刊服务 ———思博网 (CEPS) 。故凡被本刊录用

的文章 ,均视为其文稿刊登后可供国内外文摘刊物或数据库收录、转载并上网发行 ,其作者文章著作权使用费已与稿酬一次付清 ,

不再另计 ,作者如有异议 ,请来稿时予以说明。

华艺中文电子期刊服务 ———思博网是目前台湾地区最大的期刊全文数据库 ,在上海等地设有办事机构。CEPS 除收录台湾地

区 300 余种核心期刊的全文外 ,还广泛收录大陆等地的核心期刊 ,其访问地址为 :www. ceps. com. tw。自此 ,读者可以通过这一网址

检索。

华艺中文电子期刊服务 (CEPS)目前除提供免费网上检索目次和摘要 ,并且每日动态更新期刊全文。将来还将免费提供给本刊

作者“期刊引文频次分析检索与作者文章引用统计分析”等数据资料。
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