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摘要 　采用局域裂纹数密度描述金属材料中不同局部区域的疲劳短裂纹群体损伤的发展情况 1 通过

考虑在不同局域存在的材料性质的随机涨落及局部损伤对损伤总量发展的影响 ,建立了局域裂纹数

密度演化随机方程 1 对方程数值求解从而模拟了材料的疲劳短裂纹损伤过程 1 结果显示出主裂纹出

现的随机性 ,并讨论了裂纹总数与最大裂纹尺度在统计意义上的演化特征 1
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引 　言

金属材料在疲劳损伤的初期处于短裂纹阶段 1 疲劳短裂纹的尺度与材料细观组织单元尺度

相近[1 ]1 在短裂纹阶段 ,材料的损伤行为不是由个别裂纹控制 ,而是大量短裂纹群体共同作用的

结果[1 , 2 ]1 短裂纹损伤阶段通常占材料疲劳寿命的主要部分 ,所以对其研究无论在理论还是工

程上都具有重要的意义 1
在实际中人们注意到 ,即使在给定的载荷条件下 ,由相同制备规范得到的材料试样的疲劳损

伤细观进程也会有很大的不同 ,这是研究材料疲劳损伤的一个主要困难 1 利用文献[3 ]提出的平

均场理论的相空间内裂纹数密度守恒的理论来描述材料的疲劳损伤过程 ,可以研究群体短裂纹

的演化规律 1 由此 ,裂纹数密度演化方程的无量纲化形式[4 ]为

5
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�n ( c , t) +
5

5 c
[ �A ( c) ·�n ( c , t) ] = N g ·�nN ( c) (1)

式中 , c 表示裂纹长度 ; t 表示广义时间即对应于疲劳周次 ; �A 是裂纹生长速率 ; �n 是裂纹数密

度 ,在时刻 t , 尺度为 c 与 c + d c 之间的裂纹数量为 �nd c ; �nN 是裂纹成核率 ,广义而言 , �nN 可以

表示单位时间内裂纹成核以及裂纹之间相互作用引起的裂纹数密度变化 1 另外 ,无量纲化系数

N g = ( N 3
N ·d) / ( n 3 ·A 3 ) ,其中 , n 3

N 为特征裂纹成核率 , A 3 为特征裂纹生长速率 , n 3 为特征

裂纹数密度 , d 为材料特征尺度 1 式 (1)体现了平均场理论下裂纹数密度在相空间内的守恒 ,即

认为疲劳损伤在全场均衡地发展 1
式 (1)中的 �A 和 �nN 均指全场平均量 ,若设定 �A 和 �nN ,然后由式 (1) 得到裂纹数密度演化的

结果亦代表平均上的意义 1 而事实上 ,疲劳损伤并非在材料中各处均匀发展 1 实验中观察到 ,在

材料的某些区域出现较密集的疲劳短裂纹的同时 ,另一些局部区域却可能几乎没有损伤[5～8 ]1
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各局域的裂纹数量和最大裂纹尺度一般也不具有相同的发展趋势 :在一些情况下 ,材料试件中裂

纹较稀疏区域或早期未出现大于材料特征尺度 (如晶粒直径)裂纹的区域最终却成为主裂纹的形

成地[9 ]1 为此 ,应引入随机分析的概念 1
为了研究一个 m 维随机系统的统计特性 ,一般需要知道系统的 m 维概率密度或 m 维分布

函数 ;为此需要重复进行大量的实验以得到足够多的样本函数 ,这在实际中往往是困难的 1 但对

于各态历经的系统 ,若已知一个样本函数 ,通过随机分析就可以推知系统的数字特征 1 本文考

虑 ,所讨论的金属短裂纹疲劳损伤演化就是这样一个过程 1 通过建立并求解微裂纹演化系统的

随机偏微分方程 ,从而模拟计及损伤局部化的疲劳短裂纹数密度演化 ,同时对疲劳损伤总量的演

化特征作初步探讨 1

1 　随机模型及随机控制方程

定义局域裂纹数密度 n ( c , t , x ) 来描述材料局部区域的疲劳损伤 ,它表示材料表面 x 点处

一小局域的裂纹数密度 1 这一小局域相对于材料宏观尺度足够小以至可以作为几何点来近似对

待 ,同时又应包含足够数量的短裂纹 ,以适应局域裂纹数密度演化方程的分析方法 1 在每个小局

域内均应满足相应的裂纹数密度演化方程

5
5 t

n ( c , t , x ) +
5

5 c
[ A ( c , t , x ) ·n ( c , t , x ) ] = N g ·nN ( c , t , x ) (2)

式中 , A ( c , t , x ) 和 nN ( c , t , x ) 分别表示 x 局域的裂纹扩展速率和裂纹成核率 1
裂纹成核率和裂纹扩展速率与当地材料性质密切相关 1 裂纹成核主要受材料中夹杂物、第

二相、晶粒取向等因素的控制 ;而裂纹扩展的控制因素更加复杂 , 除上述因素外 ,还包括材料的

晶界能、相邻晶粒取向的配合程度等等 ,且影响机理也不尽相同 1 由于这些条件事实上不可能事

先逐点测定 ,所以可以将不同局域的裂纹扩展速率和裂纹成核率视为 x 的随机函数 1 考虑到裂

纹成核率和裂纹扩展速率均受本区域内部和邻近局域损伤情况的影响 ,根据裂纹数密度演化的

稳定性分析[10 ] , 局域疲劳损伤对短裂纹群体行为的影响主要取决于局域裂纹总数 D0 ( t , x ) 1
这样 ,局域裂纹扩展速率和局域裂纹成核率可写为

A ( c , t , x ) = A c , x , D0 ( t , x ) ,
5 D0 ( t , x )

5 x
,
52 D0 ( t , x )

5 x 2 , ⋯ 内的　 即(3)

nN ( c , t , x ) = nN c , x , D0 ( t , x ) ,
5 D0 ( t , x )

5 x
,
52 D0 ( t , x )

5 x 2 , ⋯ 　 8](4)

以上二式中的偏微分取均方微分的意义 1 式 (2) ～ (4) 构成了裂纹数密度随机演化方程组 1 式

(3) , (4)中 D0 ( t , x ) 表示 x 局域中的损伤程度对裂纹行为的影响 ,其各阶均方导数项则包含了

其领域损伤程度影响的信息 1 如果只考虑最近邻影响 ,则式 (3) , (4)成为

A ( c , t , x ) = A c , x , D0 ( t , x ) ,
5 D0 ( t , x )

5 x
(5)

nN ( c , t , x ) = nN c , x , D0 ( t , x ) ,
5 D0 ( t , x )

5 x
(6)

上二式中忽略了表示远场信息的 D0 ( t , x ) 的高阶均方微分项 1
对金属材料疲劳短裂纹演化过程的实验观察显示出 :损伤在材料内部并非均匀分布 ,在短裂

纹演化过程中往往会形成一些损伤集中区域[9 ]1 在损伤集中区域外 ,裂纹分布相对稀疏 (如图 1
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图 1 　疲劳短裂纹损伤分布示意图

Fig11 　Schematic of damage distribution for short fatigue cracks

示意) 1 这一特征随疲劳进程的发展越来越明显 1 在损伤集中区域内部 ,裂纹之间相互作用对裂

纹的成核与生长有较强的影响 ,而损伤集中区域之间和裂纹稀疏区域中的裂纹之间的作用则相

对较弱 1 对于这种情况 ,可以认为短裂纹仅受本局域内损伤程度的影响 ,而与本局域外的材料损

伤程度无关 ,即裂纹扩展与成核和 D0 ( t , x ) 的各阶均方微分均无关 1 考虑到裂纹扩展速率和裂

纹成核率中的材料损伤因素的影响 (由裂纹总数描述)与裂纹尺度因素的影响可以写为分离变量

的形式[10 ] , 并认为裂纹总数的作用 可以用指数函数表征 ,且不受各局域材料性质随机行为的影

响 ,则 x 局域内裂纹扩展速率和裂纹成核率具有如下形式

A ( c , t , x ) = [ A 0 ( c) + L ( c) W 1 ( x ) ] ·[α·D0
β( t , x ) ] (7)

nN ( c , t , x ) = [ nN0 ( c) + L 3 ( c) W 2 ( x ) ] ·[ p ·Dq
0 ( t , x ) ] (8)

式中 , A 0 ( c) 与 nN0 ( c) 分别表示裂纹扩展速率和裂纹成核率的均值部分 ; W 1 ( x ) 与 W 2 ( x ) 为白

噪声 ,表示两个相互独立的随机过程 ; L ( c) 和 L 3 ( c) 为控制随机过程分布的函数 ;α,β, p , q 为

材料常数 1 基于分离变量处理 ,以上两式中等号右边第一个因式分别反映裂纹扩展速率和裂纹

成核率随裂纹尺度的连续变化及其在空间位置的随机分布 ,此因式与时间无关 ;第二个因式则分

别反映裂纹扩展速率和裂纹成核率受局域损伤程度的影响 ,此因式是时间和位置的函数而与裂

纹尺度无关 1 对式 (8)积分 ,可得

∫
t

0
dτ∫

∞

0
nN ( c ,τ, x) dc = D0 ( t , x) =∫

t

0
Dq

0 (τ, x) dτ∫
∞

0
p[ nN0 ( c) + L 3 ( c) W2 ( x) ]dc (9)

将上式对时间求导 ,有

5
5 t

D0 ( t , x ) = [ a + bW 2 ( x ) ] Dq
0 (τ, x ) (10)

其中 , a = ∫∞
0 p·nN0 ( c) d c , 　b = ∫∞

0 p·L 3 ( c) d c1 解此偏微分方程 ,可得

D0 ( t , x ) = { t (1 - q) [ a + bW 2 ( x ) ]}
1

1 - q (11)

将上式代入式 (7)和 (8) ,并将所得结果代入式 (2) ,就可推导出本问题的随机控制方程
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5
5 t

n ( c , t , x) +α1{ t [ a + bW2 ( x) ]}
β

1 - q ·5
5c

{ n ( c , t , x) [ A 0 ( c) + L ( c) ·W1 ( x) ]} =

N g ·p1 [ nN0 ( c) + L 3 ( c) ·W 2 ( x ) ]{ t [ a + bW 2 ( x ) ]}
q

1 - q (12)

式中 , α1 =α(1 - q)
β

1 - q , p1 = p (1 - q)
β

1 - q1

2 　数值结果与讨论

式 (12)描述了局域裂纹数密度在当地疲劳损伤影响下 ,由于材料性质的随机分布特性而随

空间位置随机演化的过程 1 为了进一步研究疲劳短裂纹群体损伤的随机特征 ,需要对式 (12) 进

行数值求解 1 考虑到裂纹行为受局域裂纹数量影响的特性 ,计算中取β= - q = 015 ,α= p =

1101 并设定 A 0 ( c) 与 nN0 ( c) 具有如下形式

A 0 ( c) =
1 - (1 - A d) c ( c Φ 1)

�d ·c ( c > 1)
c　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　　　 　　 　　　 裂 纹

(14)

式中 0 < A d < 1 , 是裂纹达到晶界时的扩展速率 , �d 是反映晶粒平均尺度的常数 1 同时 ,设定 L

( c) 与 L 3 ( c) 的形式分别与式 (13) , (14) 相同 1 将以上设定代入式 (12) , 并采用两个独立的子

程序来生成 W 1 ( x ) 和 W 2 ( x ) 1 初始条件取为 n ( c ,0 , x ) = 0 , 每一次求解所得结果代表一次样

本实验 1 为使讨论方便 ,记

�D0 ( t) = ∑
x

D0 ( t , x ) (15)

和

�cmax ( t) = max[ cmax ( t , x ) ] (16)

其中 , �D0 ( t) 为 t 时刻全场的裂纹总数 , �cmax ( t) 为 t 时刻全场的最大裂纹尺度 1 通过研究不同

样本实验的 �D0 ( t) 和 �cmax ( t) , 可以讨论材料整体疲劳损伤总量的统计演化特征 1
图 2 是一次样本实验结果 ,图中显示不同时刻各局域最大裂纹尺度 cmax ( x)的演化情况 1 从图

中看到 ,随着疲劳进程的发展 ,各局域 cmax ( x ) 的演化具有显著的随机性 1 图中的 A ,B ,C ,D 四

个局域代表四种典型的演化过程 :A 局域 cmax始终很小 ; B 局域 cmax在疲劳的初始阶段发展缓

慢 ,但随疲劳时间的增加而加速上升 ,最后发展为全场的主裂纹 ;C 局域 cmax始终为全场的最大

裂纹之一 ; D 局域 cmax初期发展较快 ,但其随疲劳进程减速上升 ,最终未能成为全场的较大裂纹 1
图 3 是与图 2 同一次样本实验得到的另一结果 ,图中显示各局域 D0 ( x ) 的演化情况 1 图 3

与图 2 对比观察到 : A ,B 局域的裂纹数量始终较少 ,而 C ,D 局域的裂纹数量相对较多 1 联系到

式 (7)和式 (8) ,可以看出 ,局域裂纹数量明显影响裂纹扩展速率和裂纹成核率 ,从而影响疲劳进

程中 cmax的演化 1 A ,B 局域裂纹成核不利 ,裂纹生长在疲劳进程的初期相对困难 ;而 C ,D 局域

对应着裂纹成核有利的情况 ,使得在疲劳演化刚开始时本局域内裂纹就相对易于扩展 1
注意到影响裂纹生长的因素和影响裂纹萌生的因素是相互独立的 ,萌生有利的局域不一定有利
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图 2 　不同局域最大裂纹尺度随时间 t 的演化特征

Fig12 　Evolution characteristics of the maximum

crack size with time t at different local positions

图 3 　不同局域裂纹总数随时间 t 的演化特征

Fig13 　 Evolution characteristics of the total crack

number with time t at different local positions

于裂纹生长 1 可以推测 :A ,D 局域不利于裂纹扩展 ,所以 A 局域未出现大尺度裂纹 ,而 D 局域在

裂纹萌生后损伤发展缓慢直至趋于停滞 ; B ,C 局域情况则相反 1
综合图 2 和图 3 可见 , A ,B ,C ,D 分别对应着四种情况不同的局域 : A 局域 :萌生不利 ,生长

不利 ; B 局域 :萌生不利 ,生长有利 ; C 局域 :萌生有利 ,生长有利 ; D 局域 :萌生有利 ,生长不利 1
在影响裂纹萌生和生长两类因素共同作用下 ,疲劳短裂纹初期损伤发展快的局域不一定成为主

裂纹的产生地 1 损伤程度初始发展慢的局域却有可能产生导致最后疲劳破坏的裂纹 1
图 4 显示了多次样本实验中 �cmax的演化情况 1 图中实线表示平均场理论的结果 ,即在式

(7) , (8)中令 L ( c) ≡0 , L 3 ( c) ≡0 的数值计算结果 1 图中虚线表示考虑裂纹行为随机变化的

多次样本实验数据点的回归结果 1 可以看到 ,随着疲劳进程的发展 ,二者出现差别且差别逐渐增

大 ,表现出平均场理论所得的最大裂纹尺度明显大于计及随机因素的样本实验的结果 1 换言之 ,

t < 114 时平均场理论与随机分析的结果差异很小 ,而 t > 114 后其差异不可忽略 1 这里无量纲

时间 t = t′·A 3 / d′1 若取晶粒尺度 d′= 50 μm , 特征裂纹生长速率 A 3 = 10 - 3μm/ cycle , 则 t

= 1 对应着疲劳周次 t′= 5 ×104 周 1 可以认为 ,对于高周疲劳寿命的预测 ,必须计入随机因素的

作用 ;而对于低周疲劳范畴 ,应用平均场理论即可得到较好的近似 1
图 5 给出了 �cmax随 �D0 变化的样本实验结果 1 实线表示平均场理论的结果 , 数据点表示随

机样本实验结果 1 从图中看出 ,平均场理论与样本实验所得结果无明显差别 ,表明若以 �D0 作为

�cmax的描述函数 ,则采用平均场理论描述材料疲劳损伤具有与随机分析相近的结果 1

3 　结 　论

考虑材料性质在各局域具有随机涨落 ,在裂纹扩展速率和成核率中分别引入独立的随机变

化项 ,建立了局域裂纹数密度随机演化方程组1通过对裂纹扩展和成核的模化 ,可以对群体疲
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图 4 　全场最大裂纹尺度的演化特征 ,实线表示平均场理论

的结果 ,虚线表示多次随机样本模拟的回归结果

Fig14 　Evolution characteristics of whole field maximum

crack size , solid curve representing result of mean

field theory , dashed curve representing regression

result of stochastic simulations

图 5 全场最大裂纹尺度与裂纹总数的关系 ,实线表示平

均场理论的结果 ,数据点表示不同随机样本模拟的结果

Fig15 Relationship between whole field maximum crack

size and total crack number , solid curve representing

result of mean field theory , datum points representing

result of stochastic simulations

劳短裂纹数密度随机演化进行考察 1 在忽略局域间相互作用的情况下 ,对方程组数值分析的结

果表明 :

1) 在裂纹成核、扩展这两个随机变量的共同作用下 ,裂纹数密度随机演化方程描述了材料

疲劳损伤在空间上的随机非平衡发展 :在材料内部的各个局域中 ,以局域最大裂纹尺度和局域裂

纹总数描述的疲劳损伤的演化相当不平衡 ,而且局域之间的这种不平衡的程度随着疲劳进程的

进行不断增大 1
2) 裂纹数密度随机演化方程还描述了局域裂纹数密度演化在时间上的非均匀特征 :初始损

伤发展快的局域有可能在疲劳进程后期呈停滞趋势 ;而初始损伤发展缓慢的局域也有可能在后

期发展为主要破坏区 1 这是裂纹萌生、扩展随机涨落共同作用的结果 1
3) 材料性质的随机变化特性对高周疲劳损伤程度的预测有不可忽略的影响 1 平均场理论

的结果较随机样本实验的结果偏高 ,这是系统的非均匀性所导致 1
4) �cmax随 �D0 的变化关系对是否考虑损伤的随机特性不敏感 1
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Abstract 　It has been observed that , the evolution process of short fatigue cracks in some metallic

materials presents collective damage characteristics1 The cumulation of the damage is produced by a

number of short fatigue cracks1 The extent of damage is not dependent on a single crack , but on the

whole response of total short cracks1 For this situation , we adopted the method of the balance of

crack number density to describe such an evolutionary process1 The basic consideration of the model

is that , at a certain time duration , the number of cracks with a given length is due to two aspects :

(a) crack nucleation , and (b) crack growth1 In the previous study , the evolution of short cracks is

considered uniform throughout the gauge area of a specimen1 However , during a fatigue damage

process , the initiation and the growth of short cracks are always randomly dist ributed1 In some local

areas , short cracks may densely appear ; simultaneously , there may exist some other areas even

without any short crack damage1 In this paper , the development of collective damage for short fa2
tigue cracks in different local fields of metallic materials is described by local crack numerical densi2
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ty1 By considering the influence of the local damage and the stochastic fluctuation of local material

properties on the evolution of total extent of damage , the evolution equation of local crack numerical

density is established1 The process of short crack fatigue damage is simulated by solving the evolu2
tion equation numerically1 The results demonstrate the stochastic dist ribution of short crack growth ,

which imply that fast damage development area in the beginning stage may not be the location of a

main crack , whereas the local area with slow speed of damage development at the beginning may

form a main crack leading to final f racture1 In addition , with the progression of fatigue process , the

difference between the mean - field theory and the stochastic analysis becomes evident , showing the

value of the maximum crack length in the whole field obtained by the mean - field theory being larg2
er than that obtained by the stochastic analysis1 The characteristics of statistical development for the

maximum crack length and the total number of cracks are further discussed1

Key words 　short fatigue cracks , local crack numerical density , collective damage , stochastic

evolution 　　　　
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