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摘要 　　提出非完整力学的第二类微分变分原理 ,在此基础上建立一系列第二类积

分变分原理 ,并由此出发导出“δq′-δq 普遍关系”和第一类及中间类型积分变分原理

的普遍形式 ,它概括了所有可能的δq′-δq 关系和所有可能的积分变分原理 ,从而统一

了所有的δq′-δq 关系和所有的积分变分原理.

关键词 　　非完整力学 　变分原理

对 n 自由度非完整力学 ,在态空间里 ,广义坐标 q ( q1 , ⋯, qn) 与广义速度 q′( q′1 , ⋯q′n) 应

为平等的基本变量 ,因此 q 的运动方程

Ûqs = q′s 　( s = 1 , ⋯, n) (1)

与 q′的运动方程 ,即 Newton 第二定律在态空间的形式 ,应被视为平等的运动方程. 这里已将

qs 的时间微商 d
d t

qs , 简记为 Ûqs . 以往所有的非完整力学变分原理[1～4 ] ,由于只允许广义坐标

独立变分 ,而广义速度不能独立变分 ,故必须事先承认真实运动满足 q 的运动方程 ,才能导出

q′的运动方程. 本文将为非完整力学建立能把 q 的运动方程和 q′的运动方程一起导出的变分

原理. 我们建立的变分原理将允许δq′和δq 都是独立变分 ,称之为第二类变分原理 ,而以往的

变分原理则称为第一类变分原理. 此外 ,在非完整力学中 ,提出了许多不同的δq′-δq 关系和不

同的第一类积分变分原理 ,甚至引起过若干争论[1～6 ] . 能否将所有这些关系和原理内在地统

一起来呢 ? 本文将表明 ,笔者所提出的非完整力学的第二类积分变分原理可以导出δq′-δq 普

遍关系以及完整和非完整力学第一类及中间类型积分变分原理的普遍形式 ,它概括了所有可

能的积分变分原理 ,从而统一了所有的δq′-δq 关系和所有的积分变分原理.

1 　第二类微分变分原理

考虑 N 个质点组成的 ,受 m 个独立的理想双面完整约束

Wα( r , t) = 0 (α = 1 , ⋯, m < 3 N) (2)

和 g 个 Appell-Chetaev 意义[1～3 ]下的理想独立双面非完整一阶约束
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Gβ( r , r′, t) = 0 (β = 1 , ⋯, g < 3 N - m) (3)

的系统. 此处 r = ( r1 , r2 , ⋯, rN ) , r′= ( r′1 , r′2 , ⋯, r′N ) ; r i 和 r′i 为第 i 个质点的位置矢量和速

度矢量. 理想双面约束的约束力 Ri 具有性质 :对满足条件

∑
N

i = 1

5 Wα

5 r i
·δr i = 0 (α = 1 , ⋯, m) (4)

和 Appell-Chetaev 条件[1～3 ]

∑
N

i =1

5
5 r′i

Gβ( r , r′, t) ·δr i = 0 (β = 1 ,2 , ⋯, g) (5)

的矢量元δr (δr1 ,δr2 , ⋯,δrN) ,有

∑
N

i =1
Ri ·δr i = 0 , (6)

其等价形式是约束力 Ri 可表示为[3 ]

Ri = ∑
m

α=1

μα( t)
5 Wα

5 r i
+ ∑

g

β= 1

ζβ( t)
5

5 r′i
Gβ( r , r′, t) ( i = 1 , ⋯, N) , (7)

此处系数μα和ζβ依赖于瞬时动力学态. Newton 第二定律在态变量下可写为

Fi + Ri - mi
d
d t

r′i = 0 ( i = 1 , ⋯, N) , (8)

Ûr i - r′i = 0 ( i = 1 , ⋯, N) , (9)

其中 mi 和 Fi 分别为第 i 个质点的质量和所受主动力.

定理 111 (广义 D’Alambert-Lagrange 原理 (第二类微分变分原理) 的 Newton 表述) 　定义在

时间间隔[ t0 , t1 ]上的足够光滑的 ( r ( t) , r′( t) ) 是约束 Newton 系统 (2) , (3) 和 (7) ～ (9) 式的真

实运动 ,其充要条件是它在时间间隔 [ t0 , t1 ]上时时满足方程 (2) 和 (3) 以及δr′(δr′1 , ⋯,δr′N )

任意而δr 受到条件 (4) 和 (5) 限制的方程

∑
N

i =1
Fi - mi

d
d t

r′i ·δr i + ∑
N

i =1
mi ( Ûr i - r′i ) ·δr′i = 0. (10)

　　证　先证条件的必要性. 假设 ( r ( t) , r′( t) ) 是约束 Newton 系统 (2) , (3) 和 (7) ～ (9) 式在

时间间隔[ t0 , t1 ]上的真实运动 ,故满足条件 (2) 和 (3) 式. 对任意的矢量元δr′以及满足条件
(4) 和 (5) 式的δr , (7)式给出 (6)式. 由 (6) 、(8)和 (9)式得出 (10)式. 就证明了条件的必要性.

现在证明充分性. 假设定理的条件成立. 于是有 (2) 和 (3) 式. 在 (10) 式中δr 受到 (4) 和
(5) 式的限制 ,故应用 Lagrange 不定乘子法 ,即用μα乘 (4) 式两边 ,ζβ乘 (5) 式两边 ,然后与 (10)

式相加. 在结果的式子中利用δr′和δr 的独立性得到 (8) 和 (9) 式 ,其中 Ri 由 (7) 式表示. 这

就证明了条件的充分性.

现在在广义态坐标 ( q , q′) 下表示上述原理. 完整约束面 (2) 式的交上的广义位形坐标数

为 n = 3 N - m ,即当 r 满足 (2) 式时 ,有 qi = qi ( r , t) ( i = 1 , ⋯, n) .

为推导方便起见 ,在态空间 ( r , r′) 内将约束超曲面 (2) 式上的广义位形坐标光滑可逆地延

拓到包括约束面的交在内的开域 ∑( t) 内 ,并新定义 m 个辅助广义位形坐标 qn +α= Wα( r1 , ⋯,

rN , t) (α= 1 , ⋯, m) . 对应的广义速度坐标 q′( q′1 , ⋯, q′3 N) 为

q′s =
5 qs

5 t
+ ∑

N

i = 1

5 qs

5 r i
·r′i 　( s = 1 , ⋯,3 N) . (11)
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其逆变换为

r i = r i ( q , t) , r′i =
5 r i

5 t
+ ∑

3 N

s = 1

5 r i

5 qs
q′s 　( i = 1 , ⋯, N) . (12)

　　由 (10) ～ (12) 式容易证明如下的广义 Lagrange 关系

5 r′i
5 q′s

=
5 r i

5 qs
,

d
d t

5 r i

5 qs
=

5 r′i
5 qs

+ ∑
n

k = 1

( Ûqk - q′k)
52 r i

5 qs5 qk
　

i = 1 , ⋯, N

s = 1 , ⋯, n
(13)

和广义中心Lagrange 方程

∑
n

s = 1

-
d
d t

5 T
5 q′s

+
5 T
5 qs

+ Qs δqs + ∑
n

s =1

( Ûqs - q′s)δ
5 T
5 q′s

= 0. (14)

以上已用动能 T 及广义主动力Qs 的定义式 T = ∑
N

i = 1

1
2

mir′
2
i 和Qs = ∑

N

i = 1
Fi ·

5 ri

5 qs
. 由于条件 (2)

式的限制 , (13) 和 (14) 式中的 s 和 k 只取 1 到 n 而不是 1 到 3 N (以后 q 和 q′也都只有 n 个分

量) . (14) 式可化为

∑
n

s = 1

-
d
d t

5
5 q′s

L +
5

5 qs
L + Q′s δqs + ∑

n

s =1

( Ûqs - q′s)δ
5L
5 q′s

= 0 , (15)

此处 L 是包含所有保守主动力贡献的 Lagrange 函数 L = T - V , Q′s ( s = 1 , ⋯, n) 是可能存在的

非保守主动力.

应用上述诸关系可得 :

定理 112 (广义 D’Alambert-Lagrange 原理的 Lagrange 表述) 　定义在时间间隔 [ t0 , t1 ]上的

足够光滑的 ( q ( t) , q′( t) ) 为约束条件

fβ( q , q′, t) = Gβ( r ( q , t) , r′( q , q′, t) , t) = 0 　(β = 1 , ⋯, g) (16)

(即条件 (2) 和 (3) 式) 下 Lagrange 系统的真实运动 ,其充要条件是它在时间间隔 [ t0 , t1 ]上时时

满足方程 (16) 和δq′任意而δq 受到条件

∑
n

s =1

5 fβ
5 q′s

δqs = 0 (β = 1 , ⋯, g) (17)

限制的方程 (15) .

2 　第二类积分变分原理

利用δÛqs =
d
d t
δqs , (14) 式可化为

-
d
d t ∑

n

s =1

5L
5 q′s

δqs +δL +δ∑
n

s = 1

( Ûqs - q′s)
5L
5 q′s

+ ∑
n

s = 1
Q′sδqs = 0. (18)

　　将 q ( t) 和 q′( t) 连续延拓到 t0 和 t1 ,然后利用变分学的基本定理[7 ]容易证明 ,在 ( t0 , t1)

中成立的 (18) 式等价于时间间隔 ( t0 , t1) 上的积分式

∫
t
1

t
0

δ L + ∑
n

s = 1

( Ûqs - q′s)
5L
5 q′s

+ ∑
n

s = 1
Q′sδqs d t - ∑

n

s = 1

5L
5 q′s

δqs

t
1

t0

= 0 , (19)

由于δq 受到条件 (17) 的限制 ,方程 (19) 称为偏变分方程. 于是我们有 :

定理 211 (端点自由的第二类积分变分原理的 Lagrange 表述) 　定义在时间间隔[ t0 , t1 ]上

第 1 期 朱如曾 : 非完整力学的第二类、第一类和中间类型变分原理 51　　　



的足够光滑的 ( q ( t) , q′( t) ) 为约束条件 (16) 式 (即条件 (2) 和 (3) 式) 下 Lagrange 的真实运动 ,

其充要条件是它在时间间隔[ t0 , t1 ]上时时满足方程 (16) 式和δq′任意而δq 受条件 (17) 式限制

的偏变分方程 (19) .

在闭区间[ t0 , t1 ]端点处加上条件

δqs ( t0) = δqs ( t1) = 0 ( s = 1 , ⋯, n) (20)

或同时还加上条件

δq′s ( t0) = δq′s ( t1) = 0 ( s = 1 , ⋯, n) , (21)

则在开区间 ( t0 , t1) 内 ,D’Alambert-Lagrange 原理仍成立 ,故积分变分原理也成立 ,只是 (19) 式化

为

∫
t1

t0

δ L + ∑
n

s = 1

( Ûqs - q′s)
5L
5 q′s

+ ∑
n

s = 1
Q′sδqs d t = 0. (22)

　　因此我们有

定理 212 (端点半固定 (或固定) 的第二类积分变分原理的 Lagrange 表述) 　定义在时间间

隔[ t0 , t1 ]上的足够光滑的 ( q ( t) , q′( t) ) 为约束条件 (16) 式 (即条件 (2) 和 (3) 式) 下 Lagrange 的

真实运动 ,其充要条件是它在时间间隔[ t0 , t1 ]上时时满足方程 (16) 式和δq′任意 (或δq′满足

条件 (21) 式) 而δq 受条件 (17) 和 (20) 式限制的偏变分方程 (22) .

用Lagrange 乘子 (λβ) 法 ,并考虑到 Hertz 矩阵 52 T
5 q′5 q′的非奇异性 ,上述第二类积分变分原

理给出态空间封闭的运动方程组 : (16) 式和

-
d
d t

5 T
5 q′s

+
5 T
5 qs

+ Qs + ∑
g

β= 1

λβ
5 fβ
5 q′s

= 0 ( s = 1 , ⋯, n) , (23)

Ûqs = q′s 　( s = 1 , ⋯, n) . (24)

若将方程 (24) 代入方程 (23) ,即得出著名的 Routh 方程[1～3 ] . 这也说明了第二类积分变分原理

的正确性.

3 　第二类积分变分原理的 Hamilton 表述

本节以主动力保守的情况为代表. 由于 Hertz 矩阵 52 T
5 q′5 q′非奇异 ,故可引进 Legendre 变换

ps =
5

5 q′s
L ( q , q′, t) ( s = 1 , ⋯, n) , (25)

H( q , p , t) = ∑
n

s =1
psq′s - L ( q , q′, t) . (26)

从这两式可解出

q′s = q′s ( q , p , t) =
5 H
5 ps

( s = 1 , ⋯, n) , (27)

于是 (19) 、(22) 、(16) 、(17) 和 (21) 式分别化为

∫
t
1

t
0

δ ∑
n

s = 1
psÛqs - H d t - ∑

n

s = 1
psδqs

t1

t
0

= 0 , (28)
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∫
t
1

t
0

δ ∑
n

s = 1
psÛqs - H d t = 0 , (29)

uβ( q , p , t) = fβ( q , q′, t) = 0 (β = 1 , ⋯, g) , (30)

∑
n

s = 1
∑

n

k = 1

5 uβ
5 pk

52 H
5 p5 p

- 1

ks

δqs = 0 (β = 1 , ⋯, g) , (31)

δps ( t0) = δps ( t1) = 0 ( s = 1 , ⋯, n) . (32)

　　因此我们得到 :

定理 311 (端点自由的第二类积分变分原理的 Hamilton 表述) 　在条件 (30) 式 (即条件 (2)

和 (3) 式) 下 , ( t0 , t1) 中的 ( q ( t) , p ( t) ) 为 Hamilton 系统的真实运动 ,其充要条件是它在 ( t0 , t1)

内满足方程 (30) 和δp 任意而δq 受条件 (31) 限制的偏变分方程 (28) .

定理 312 (端点半固定 (或固定) 的第二类积分变分原理的 Hamilton 表述) 　在条件 (30) 式

(即条件 (2) 和 (3) 式) 下 , ( t0 , t1) 中的 ( q ( t) , p ( t) ) 为 Hamilton 系统的真实运动 ,其充要条件是

它在 ( t0 , t1) 内满足方程 (30) 和δp 任意 (或δp 满足条件 (32) 式) 而δq 受条件 (31) 和 (20) 式限

制的偏变分方程 (29) .

虽然上文给出的诸变分原理均与 Newton 系统相关联 ,但是容易证明在 L 氏表述和 H 氏表

述中删去与 Newton 系统相关联的词语 ,则它们仍然是成立的. 此外 ,当非完整约束不存在时 ,

我们的变分原理退化为完整系统的第二型变分原理. 著名的Livens 原理[8 ]和“改进的 Hamilton

原理”[9 ,10 ]就是两个特例.

4 　“δq′2δq 普遍关系”和第一类及中间类型积分变分原理的导出

真实运动条件 (1) 式是第二类变分原理的推论 ,故在原原理中对正轨增加此条件后 ,得到

的是与原原理等价的新原理. 然后在新原理中 ,正轨条件 (1) 式与偏变分方程 (22) 结合成为新

的偏变分方程

∫
t1

t0

δL + ∑
n

s = 1

5L
5 q′s

(δÛqs - δq′s) + Q′sδqs
q′= Ûq

d t = 0 , (33)

注意 , (33) 式中方括号的下标 q′= Ûq 仅限制正轨 ,而不限制傍轨 ,故在新原理中 ,δq′s 仍都是独

立变分 (当然要受端点条件的限制) ,所以 ,新原理仍属第二类变分原理. 但若将 (33) 式中的

δL 展开 ,便可见其中含δq′s 的项互相抵消 ,故δq′s 的任何选取方法都是等效的. 所以对于新

原理而言 ,附加δq′s 对δq 的任意线性依赖关系 (δq′2δq 普遍关系)

δq′s = As (δq) ( s ∈{ 1 , ⋯, n} ) (34)

(这里 , As 可以依赖于 q , q′和 t) 等效于允许 q′独立变分. 但增加了附加条件 (34) 式的原理已

成为第一类 (当 S 的个数 MS = n 时) 或中间类型 (当 0 < MS < n) 的了. 于是得到 :

定理 411 (非完整力学端点半固定 (或固定) 的第一类积分变分原理普遍形式的 Lagrange 表

述) 　定义在时间间隔[ t0 , t1 ]上的足够光滑的 ( q ( t) , q′( t) ) 为约束条件 (16) 式下 Lagrange 系

统的真实运动 ,其充要条件是它在时间间隔 [ t0 , t1 ]上时时满足方程 (16) 和偏变分方程 (33) .

(33) 式中 ,δq 和δq′受条件 (34) 式和 Appell-Chetaev 条件 (17) 式以及端点条件 (20) 式 (或还有

(21) 式) 的限制.
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线性算子 As 的任一具体形式都决定了对应的积分变分原理的形式. 特别值得注意的是 ,

中间类型变分原理是以往文献中未曾出现过的. 此外 ,上述推导过程表明 , As 的形式可不受约

束条件 (16) 式的限制. 当非完整的约束条件 (16) 式不存在时 ,本文的非完整力学端点半固定

(或固定) 的第一类和中间类型积分变分原理的普遍形式便退化为完整力学的第一类和中间类

型积分变分原理的普遍形式.

举例如下 :

1) 令 (34) 式取形式δq′= 0 , (33) 式便取偏变分方程的形式

∫
t
1

t
0

δL ( q , q′, t) + ∑
n

s = 1

5L
5 q′s

δÛqs + Q′sδqs
q′= Ûq

d t = 0 ,

这是文献中未曾出现过的.

2) 令 (34) 式取形式δq′=
d
d t
δq ,则 (33) 式在无非保守主动力情况下取 HÊlder 偏变分方程的

形式[1～4 ]

∫
t1

t0

[δL ( q , q′, t) ] q′= Ûqd t = 0.

　　3) 令 (34) 式取 Suslov 形式 ,则 (33) 式在无非保守主动力情况下取 Suslov 偏变分方程的形

式[1～4 ] .

4) 令方程 (34) 取形式δq′s =δÛqs + Q′s/
5L
5 q′s

δqs ( s = 1 , ⋯, n) ,则方程 (33) 化为[11 ]

∫
t
1

t
0

[δL ( q , q′, t) ] q′= Ûqd t = 0.

5 　结论

由上可见 ,我们建立的非完整力学第二类变分原理不仅可以导出态变量下封闭的运动方

程组 ,还可以导出δq′2δq 普遍关系以及完整和非完整力学第一类和中间类型积分变分原理的

普遍形式 ,它概括了所有可能的δq′2δq 关系和所有可能的积分变分原理 ,从而统一了所有的

δq′2δq 关系和所有的积分变分原理 ,取消了任何可以争论的余地.
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