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库仑材料平面轴对称问题极限分析

崔新壮1 ,2 , 金　青1 , 商庆森1

(1. 山东大学　土建与水利学院 , 　山东　济南　250061 ; 　2. 中国科学院　力学研究所 , 　北京　100080)

摘要 :根据塑性流动正交法则确定了库仑材料平面轴对称问题上限分析所需的速度场 ,提出了用体积应变率求解

变形区内部能量耗散率的一般方法. 对厚壁圆筒的轴对称渗流问题进行了求解 ,得到了渗透力场. 用上限法对渗

透力作用下的厚壁圆筒进行了极限分析 ,发现上限解与精确解相同.
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Limit analysis of plane axial symmetry problem for Coulomb materials
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Abstract : The velocity field in upper2bound analysis of plane axial symmetry problem for Coulomb materials is

established according to the normal plastic flow rule. The general solving method of internal energy dissipation

rate in terms of bulk stain rate in deforming region is presented. The axial symmetry permeation problem of

thick2walled cylinder is solved and the permeating force field is obtained. The stability of thick2walled cylinder

under permeating force is analyzed with upper2bound method and the upper2bound solution is found the same

as the true solution.
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0 　引言

极限分析理论是塑性理论的一个重要分支 ,它

首先从金属塑性理论的课题发展而来 ,现在已推广

到岩土力学中 ,被用来求解边坡稳定性及桩的承载

力等实际问题【1～4】
. 极限分析包括上限法和下限法

两种基本方法 ,其中上限法应用最广泛. 在用上限法

求解问题时 ,首先假设一种有效的破坏机构 ,然后计

算内部能量耗散率与外荷载所做的外功率 ,并令两

者相等 ,得到某特定假想机构对应的上限解 ,最后借

助优化方法求出最优上限解【1】
.

岩土等地质材料及混凝土等建筑材料 ,其本构

关系可用莫尔 - 库仑理想弹塑性模型来描述 ,这类

材料称为库仑材料. 许多由库仑材料建成的工程体 ,

其几何尺寸及受力状态在分析时都可近似看作是平

面轴对称的 ,如过水涵洞、高压输油管道等. 对这类

平面轴对称问题进行稳定性分析时 ,一般仅进行弹

塑性分析 ,而很少有人借助极限分析方法.

本文将推导平面轴对称问题极限分析所需的速

度场 ,提出一种求解变形区内部能量耗散率的一般

方法 ,并通过实例说明平面轴对称问题极限分析的

过程.
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1 　平面轴对称问题的速度场

在极坐标系中 ,设环向速度为 Vθ ,径向速度为

V r . 因为轴对称 ,所以有 Vθ = 0. 已知速度场 ,由几何

方程可得张量应变率场为 :

Ûεr =
dV r

d r

Ûεθ =
V r

r

Ûγrθ = 0

. (1)

因剪应变率为零 ,故 Ûεr , Ûεθ 为主应变率. 轴对称

问题一般是径向受压 ,若以拉为正 ,则最大主应变率

Ûεmax和最小主应变率 Ûεmin分别为 Ûεθ和Ûεr .

对库仑材料 ,若塑性流动符合正交法则 ,则【1】:

Ûεmin = - Ûεmaxtan
2 (
π
4

-
<
2

) , (2)

式中 : <为材料的内摩擦角.

设 A = 1 - tan
2 (
π
4

-
<
2

) ,则由式 (1) , (2)可得 :

dV r

d r
= ( A - 1)

V r

r
, (3)

对上面方程进行求解可得 :

V r = Cr
A - 1 , (4)

式中 : C 为积分常数.

对相关联库仑材料的平面轴对称问题 ,式 (4) 所

示的速度场是唯一的.

2 　内部能量耗散率

对塑性变形破坏区单位体积的内部能量耗散

率 ,Chen W F
【1】曾给出了用主应变率表示的表达式 :

ÛE = 2 c 1 - A ∑Ûεt , (5)

式中 : c 为材料的粘聚力 ; ∑Ûεt 为主应变率中拉应变

率之和 (应变率以拉为正) .

但是 ,由速度场及几何方程直接得到的应变率

场一般并不是主应变率场 ,特别对三维情形. 这将为

上限法的实施带来很大困难 ,从而限制了变形破坏

机构的应用. 下面将通过理论推导提出一种求解变

形区内部能量耗散率的一般方法.

假设变形区速度场为{ Vx , Vy , Vz } ,则由几何方

程可得塑性正应变率 Ûεx ,Ûεy ,Ûεz . 在正交坐标系下有 :

　ÛεV = Ûεx + Ûεy + Ûεz = Ûε1 + Ûε2 + Ûε3 = ∑Ûεt + ∑Ûεc , (6)

式中 : ÛεV 为体积应变率 ; Ûεi ( i = 1 ,2 ,3) 为塑性主应变

率 ; ∑Ûεc 为主应变率中压应变率之和.

对塑性流动符合正交法则的库仑材料 ,有如下

关系式成立【1】
:

(1 - A) ∑Ûεt + ∑Ûεc = 0. (7)

若 < = 0 ,上式即成为熟知的 Tresca 材料的体积

不可压缩条件.

将式 (6)与式 (7)联立可求得 :

∑Ûεt =
ÛεV

A
. (8)

由式 (5) , (8) 可得变形区单位体积的内部能量

耗散率为 :

ÛE = ccot <ÛεV . (9)

上式说明 :对库仑材料 ,内部能量耗散率可以用

塑性体积应变率来表示. ccot < 是莫尔 —库仑屈服

准则对应的主应力空间内六面锥的顶点坐标.

由式 (1) , (4)及 (9)可得平面轴对称问题对应的

单位体积的内部能量耗散率为 :

ÛE = Cccot <Ar
A - 2 . (10)

3 　外力功率

外力功率就是指外力在其作用方向上所做的功

率. 外力一般包括外载荷与体力. 在有渗流作用时 ,

一般用有效应力法进行分析 ,若不考虑重力 ,此时材

料骨架 (如土骨架)受到的体力就是渗透力.

4 　有渗流厚壁圆筒问题的极限分析

下面将以厚壁圆筒问题为例 ,说明上限分析方

法在平面轴对称问题稳定性分析中的应用.

设一由多相介质做成的厚壁圆筒 ,内外径分别

为 ra , rb ,内外表面所受压力分别为 pa , pb ,内外表

面上的水压力 u 分别为 ua , ub ,如图 1 所示. 因为

ua > ub ,所以存在由内向外的渗流. 在用有效应力

法进行分析时 ,若不考虑重力 ,那么土骨架受到的体

力仅是渗透力.

图 1 　厚壁圆筒
Fig. 1 　Thick2walled cylinder
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在半径为 r 处取一环状微元体 ,如图 1 所示. 对

该微元体 ,根据达西定律有 :

Q = - ki·2πr = - k
d u
d r

·2πr. (11)

式中 : Q 为进出圆筒水的流量 ; k 为材料渗透系数 ; i

为微元体内的径向水力梯度.

对式 (11)进行求解得 :

u = -
Q

2πk
ln r + C1 . (12)

式中 : C1 为积分常数.

由式 (12)及边界条件 u r = a = ua , u r = b = ub 得 :

Q = 2 kπ
ub - ua

ln ( rbΠra ) . (13)

由多相介质力学及式 (12) , (13) 得水对土骨架

的渗透力为 :

G = - iγw =
γw

r
ub - ua

ln ( rbΠra ) . (14)

式中 :γw 为水的容重.

令 B =
ub - ua

ln ( rbΠra )
γw ,则式 (14)成为 :

G =
B
r

. (15)

已知渗透力 ,我们想知道的是圆筒在什么样的

载荷组合情况下完全屈服 ,下面将分别求该问题的

精确解与上限解 ,并对它们进行比较.

4. 1 　精确解

因为圆筒完全屈服 ,所以每点处的有效应力必

须满足莫尔—库仑屈服条件 :

σθ = (1 - A)σr + 2 c 1 - A . (16)

另外 ,还要满足平衡方程 :

dσr

d r
+
σr - σθ

r
+ G = 0. (17)

由式 (16) , (17)可得 :

dσr

d r
+

Aσr - 2 c 1 - A + B
r

= 0. (18)

用常数变易法解以上微分方程得 :

σr =
2 c 1 - A - B

A
+

C2

r
A . (19)

式中 : C2 为积分常数.

由式 (19) 及有效应力边界条件σr r = a = ( ua -

pa ) ,σr r = b = ( ub - pb )可得 :

( pa - ua ) a
A - ( pb - ub ) b

A = ( b
A - a

A ) ( ccot < - BΠA) .

(20)

4. 2 　上限解

内部能量耗散率为 :

ÛD = κÛErd rdθ = 2π·Cccot <( b
A

- a
A ) . (21)

外力功率包括作用在土骨架上的面力 pa - ua

与 pb - ub 所做功率之和 ÛW1 及渗透力所做功率 ÛW2 .

ÛW1 = 2π[ a ( pa - ua ) V r r = a - b ( pb - ub ) V r r = b ] =

2π·C[ ( pa - ua ) a
A

- ( pb - ub ) b
A

] . (22)

ÛW2 = κGV r rd rdθ = 2πCB ( b
A

- a
A )ΠA . (23)

根据上限定理【1】 ,令内部能量耗散率与外力功

率相等 ,可得上限解 ,而且发现上限解的表达式与式

(22)完全相同 ,即上限解为精确解. 这说明用上限法

求解平面轴对称问题不仅简单 ,而且有效.

5 　结论

根据塑性流动正交法则确定了库仑材料平面轴

对称问题应满足的速度场 ,提出了一种用体积应变

率求解内部能量耗散率的方法. 对厚壁圆筒的轴对

称渗流问题进行了求解 ,得到了水对土骨架的渗透

力.用上限法对渗透力作用下的厚壁圆筒进行了极

限分析 ,发现上限解与精确解相同 ,即由上限法得到

的平面轴对称问题的上限解即为精确解.
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