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摘　要　把 Reissner型平板裂纹尖端位移场展开式推广到任意切口、任意边界的多材料问题.证明了 Reissner

型平板断裂问题的特征根等价于相类似的反平面切口问题和平面切口问题两部分的特征根迭加.
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0　引言

对于单材料 Reissner型板断裂问题 ,文 [ 1 ]采用

推广幂级数特征展开的方法获得了裂纹尖端位移场

的展开式 ,并给出了渐近展开式的前几项函数和系

数的具体表达式.文 [ 2 ]～ [ 4 ]利用奇异单元法对一

些问题裂纹尖端位移场进行了分析求解 ,近似地计

算了相应情况的应力强度因子.对于大多数数值计

算方法 ,若要有效地计算应力强度因子 ,都要在不同

程度上、直接或间接地利用到问题的特征解.在文

[1 ]的基础上 ,文 [ 5 ]将推广幂级数特征展开的方法

拓展到了 Reissner 型板切口问题的分析计算上 ,采

用Müller法计算特征方程的根 ,给出的特征方程和

一些数值算例表明了 Reissner型板的特征根均可分

为与反平面切口问题等价和与平面切口问题等价的

两部分叠加.本文从板的基本方程出发推证了对任

意多材料、任意切口张角、任意切口边界条件的

Reissner型板的特征根等价于类似反平面切口问题

和与类似平面切口问题叠加 ,故可直接调用已有的

求解这两类问题特征根的求解程序[6～11 ]对 Reissner

型板的特征根问题进行计算 ,区别仅在于输入的材

料参数不同而已.

1　基本方程

图 1　N种材料切口

考虑如图 1所示的多 ( N)种材料平板弯曲切口

问题 ,取切口尖端为坐标原点.考虑 Reissner型板的

三广义位移弯曲理论[1 ] ,取ψj
r ,ψj
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j .第 j种材料
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广义力和广义位移关系为
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其中 Dj 为弯曲刚度 , Gj 为剪切刚度 ,νj 为泊桑比.
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Ej h

3
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j )

,　Cj =
5 Gj h

6

以三个广义位移ψj
r ,ψj
θ , w

j 表示的第 j 种材料域的

Reissner理论基本方程为

Dj

52ψj
r

5 r
2 +

5ψj
r

r5 r
-
ψj

r

r
2 +
νj - 3

r
2

5ψj
θ

5θ +
νj + 1

2 r
·

　
52ψj
θ

5 r5θ +
1 - νj

r
2

52ψj
r

5θ2 -
νj

2 r
2

52ψj
r

5θ2 +

　Cj
5 w

j

5 r
- ψj

r = 0 (5a)

Dj
1
r

2

52ψj
θ

5θ2 +
3 - νj

2 r
2

5ψj
r

5θ +
1 +νj

2 r
52ψj

r

5 r5θ +

　
1 - νj

2
52ψj
θ

5 r
2 +

1 - νj

2 r
5ψj
θ

5 r
-

1 - νj

2 r
2 ψ

j
θ +

　Cj
1
r

5 w
j

5θ - ψj
θ = 0 (5b)

Cj
52

w
j

5 r
2 +

1
r

5 w
j

5 r
+

1
r

2
52

w
j

5θ2 -

　
5ψj

r

5 r
+
ψj

r

r
+

1
r

5ψj
θ

5θ + Pj = 0 (5c)

本文只考虑 P
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= 0 ( j = 1 ,2 ,3 ,⋯, N )的情况即只由
于边界力的作用而使板弯曲 ,设
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为了便于书写 ,在不影响阅读和理解的情况下 ,一般

略支表示区域的角标 j .记特征根λ对应的最低阶

项 (即第 0项)为
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,　(ii) �w0 = r

λ
c0 (θ) (7)

将式 (6)代入式 (4)化简整理 ,并将 r最低阶所对应

的关系式定义为

(i)

�M r0 = - D
5 �ψr0

5 r
+ν 1

r
5 �ψθ0
5θ +

�ψr0

r

�Mθ0 = - D
1
r

5 �ψθ0
5θ +

�ψr0

r
+ν

5 �ψr0

5 r

�M rθ0 = -
D
2

(1 - ν) 1
r

5 �ψr0

5θ +
5 �ψθ0
5 r

-
�ψθ0
r

(ii)
�Q r0 = C

5 �w0

5 r

�Qθ0 = C
1
r

5 w0

5θ
(8)

将式 (6)代入基本方程式 (5)按逐项分别化简整理并

取 r最低阶所对应的关系式可得
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将式 (6)代入边界条件 (2)和边界条件 (3)化简整理

并取 r最低阶所对应的关系式可得
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式 (9) 、式 (10a)和 (11b)的 (i)和 (ii)的两套关系式之

间不耦合 ,这样求 Reissner 型板断裂问题的特征根

问题就转化为分别独立地求解式 (9) 、式 (10a)和

(11b)的 (i)和 (ii)两类特征根问题.

2　Reissner型板断裂问题特征根求解的平面问题与

反平面问题特征根联合比拟

2. 1　平面问题基本方程及其比拟

如图 1 所示 ,若为多 ( N )种材料平面切口断裂

问题 ,若设
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则位移与应力的关系为
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熟知平面断裂问题的特征根λ对应的 Williams展开

项为
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ur = r
λ

f 1 (θ) ,　　uθ = r
λ

f 2 (θ) (13)

　　存在如下比拟关系

D～ �D , a0 ～ f 1 , b0 ～ f 2

�ψr0 ～ ur , �ψθ0 ～ uθ

�M r0 ～σrr , �Mθ0 ～σθθ , �M rθ0 ～σrθ

(14)

所以对 Reissner型板的第一部分特征根无需单独研

制算法和程序 ,利用已有的求解平面断裂问题特征

根的程序[6 ,7 ,9 ,10]就可 ,只是将求解平面断裂问题特

征根程序中的参数 �D 用板的抗弯刚度 D代替即可.

2. 2　反平面问题基本方程及其比拟

如图 1 所示 ,若为多 ( N )种材料反平面应力切

口断裂问题 ,熟知平面断裂问题的特征根λ对应的

Williams展开项为

w = r
λ

f (θ) (15)

则位移与应力的关系为
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1
r
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　　存在如下比拟关系

C～ G , c0 ～ f
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所以对 Reissner型板的第二部分特征根同样无需单

独研制算法和程序 ,利用已有的求解反平面断裂问

题特征根的程序[8～10 ]就可 ,只是将求解反平面断裂

问题特征根程序中的参数 G用板的抗剪刚度 C代

替即可.

对于两切口边界为应力自由边的单材料

Reissner型板切口问题 ,由于基本方程和边界条件中

均将材料参数约掉而特征根与材料参数无关 ,所以

两切口边界为应力自由边的单材料 Reissner型板切

口问题的特征根与两切口边界为应力自由边的单材

料反平面切口问题和平面切口问题的特征根完全相

同[9 ,10]
.

3　数值算例

考虑两切口边界均为应力自由边的单材料切口

问题的特征根

对于单材料反平面切口问题其特征方程为

sinλα = 0 (18)

　　对于单材料平面切口问题 ,其特征方程为

sin2 (λα) - λ2 sin2 (α) = 0 (19)

　　对于单材料 Ressiner 型板切口问题 ,其特征方

程为

(sin
2λα - λ2

sin
2α) sinλα = 0 (20)

　　从上式也可以看出 ,单材料 Ressiner 型板切口

问题其特征方程包含了反平面切口问题的特征方程

和平面切口问题的特征方程两部分.将单材料α=π

和α= 2π两种特殊情况下的特征根归纳为表 1.

表 1　单材料反平面、平面、Reissner型板切口问题特征根

α
反平面

问题
平面问题

Reissner

型板
备注

π i i , i i , i , i i = 1 ,2 ,⋯

2π i
2

i
2

,
i
2

i
2

,
i
2

,
i
2

i = 1 ,2 ,⋯

4　结论

本文从 Reissner型平板的基本方程出发推证了

对任意多材料、任意切口张角、任意切口边界条件的

特征根等价于类似反平面切口问题和与类似平面切

口问题两部分的特征根叠加 ,故可直接调用已有的

求解反平面切口问题特征根求解程序和平面切口问

题特征根求解程序分别求解 ,而后迭加得 Reissner

型板的特征根序列 ,只是输入材料参数不同而已.
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EIGEN2PROBLEM IN FRACTURE MECHANICS FOR A REISSNER PLATE

Xu Yongjun
( Institute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing , 100080)

Abstract　The expanding form of stresses and deformation near a crack tip as in the literature is extended to a

general case , i . e. , the Reissner plate crackΠnotches with multi2materials , arbitrary opening angles and various surface

conditions. It is shown that the Reissner plate eigen problem is equivalent to a combination form of a plane problem and

an anti2plane problem.

Key words　Reissner plate , plane problem , anti2plane problem , eigenvalue , fracture mechanics
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