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航天器相对运动与H ill 解的适用性分析

张振民
(哈尔滨工业大学, 哈尔滨 150001) 　

许滨　张珩　孙兰　潘力均
(中国科学院力学研究所, 北京 100080)

摘要　研究了空间飞行器编队中最具基础性的问题之一, 即相对运动的解析

表达及H ill 方程的适用条件。通过建立相对运动的通解公式, 针对不同性质的初

值深入地分析了其相对运动轨迹的本质特征, 并给出了H ill 方程的适用条件。此

外, 文中还给出了一个新的编队设计简化公式。

主题词　动力学方程　相对运动　适应条件　航天器

1　引言

近年来, 借助于多卫星协作来完成特定的飞行任务需求, 已成为当前航天技术领域一
个十分重要的研究方向, 这就是所谓的编队飞行问题[ 1～ 3 ]。它是指由若干航天器所组成的
“卫星群”按预定的相对几何关系排列和飞行, 同时各航天器间的信息联系非常密切, 且它
们绕地球飞行的轨道周期也较为接近。

在忽略各航天器之间的摄动力效应时, 大量的编队飞行设计[ 4～ 8 ]都直接引用了交会对
接中的惯用方法, 即通过对二体相对运动方程加以线性化处理所得到的H ill 方程[ 9 ]方法。但
实际上, 被动编队飞行与交会对接的运行模式仍有很大差别。前者需要建立若干轨道周期
内均满足稳定的特定几何关系, 而后者则只需专注于初始段的短期行为 (约为整个轨道周
期的 5%～ 10% )。这就有必要更为深入地研究航天器相对运动的真实形态, 以及H ill 方程
究竟在什么条件下才能够与之吻合的问题。

在近地轨道 (L EO ) 情形下, 本文将通过建立实际飞行器与参考飞行器之间相对运动
的解析表达, 深入分析相对运动轨迹的典型行为模态, 并据此找到H ill 方程的适用条件。此
外, 通过对相对运动解析解的特定近似, 提出了新的编队飞行设计简化公式。

2　相对运动方程及其解析解

考虑某一航天器 S f 相对于参考航天器 S r 的相对运动关系问题。为了简便, 假设地心坐
标系O X Y Z (如图 1 所示) 的原点O 为地心, X 轴为由S r 和S f 各自轨道面的相交线, 并按右
手法则沿 S r 轨道面自X 轴正向旋转 90°生成 Y 轴, 进而再由右手法则定出 Z 轴。进一步地,

将S r 在 t 时刻所处的位置作为相对坐标系的原点。该点与地心连线的径向延长方向为 x 轴,

S r 的飞行方向为 y 轴, z 轴由右手法则生成。本节就是要研究在此坐标系下 S f 和 S r 之间的

相对运动描述。
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图 1　相对坐标系描述

　　为简化表述, 忽略地球扁率和各种摄动力等影响, 并假

设参考航天器 S r 的飞行是半径为R 0 的圆轨道, 且编队飞行

器S f 在其自身轨道平面上的运动轨迹是一个半轴长为 r
-
、偏

心率为 e 的 (0 ≤ e < 1) 椭圆, 从而在相对坐标系下所建立

的相对运动方程为:

x
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式中　 Ξr 和 Ξe 分别为S r 与S f 的运行角频率, Ξr =
Λ

R 3
0
; r = (R 0 + x ) 2 + y 2 + z 2; Λ为地

球引力常数。显而易见, 式 (1) 中 r 即为在 t 时刻 S f 与地心的距离, 可简单表达为

r =
(1 - e2)

1 + eco sΗ r
-

其中　Η为 S f 自近地点所转过的相位角度。不妨假设编队飞行器与参考飞行器轨道平面的
倾角差为 ∃ i, 并令 Θ0 表示S f 轨道的近地点与X 轴的夹角, 则相对运动方程的解析解如下:

x ( t) =
r
2

{ (1 - co s∃ i) co s (Η+ Ξr t + Θ0 + Κ0) +

　　　 (1 + co s∃ i) co s (Η- Ξr t + Θ0 - Κ0) } - R 0

y ( t) =
r
2

{- (1 - co s∃ i) sin (Η+ Ξr t + Θ0 + Κ0) +

　　　 (1 + co s∃ i) sin (Η- Ξr t + Θ0 - Κ0) }
z ( t) = rsin∃ i sin (Η+ Θ0)

(2)

式中　 Κ0 为 S r 在 t = 0 时的初始相位角。
进一步利用 S f 运动的角动量参量计算, 可简单地推知 Η与时间 t 的关系为

Ξe t =∫
Η

0

(1 - e2) 3ö2

(1 + eco sΗ) 2dΗ (3)

　　式 (2) 就是用与各自飞行器轨道根数相关的参量所描述的相对运动方程 (1) 的解析表达。

利用之, 还可简单推出由六个初值 ( x 0, y 0, z 0, x
õ

0, y
õ

0, z
õ

0) 所表述的相对运动方程通解形式:

x ( t) =
1 + e

2Η
õ

0 (1 + eco sΗ)
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0 - (Η

õ
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õ
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　　　co s (Η- Ξr t) + [x
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õ
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0 + Ξr) y 0 ] ×
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z ( t) =
1 + e
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z
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Η
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(4)
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其中　 Η
õ

0 由式 (3) 确定为

Η
õ

0 =
Ξe

1 - e
1 + e
1 - e

　　实际上, 若取 r
-

= R 0 并对式 (1) 中的 1ör 在R 0 附近做一阶近似, 则导出熟知的H ill 方
程和相应的H ill 解分别为
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(5)
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0
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õ
0
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sinΞr t +

2x
õ

0

Ξr
co sΞr t - (6Ξrx 0 + 3y

õ
0) t + y 0 -

2x
õ

0

Ξr

z h ( t) = z 0co sΞr t +
z
õ

0

Ξr
sinΞr t

(6)

　　与式 (4) 相比, 对式 (1) 经过近似简化后所得到的 H ill 解式 (6) 具有两个明显的特征, 即
它的各个分量均呈现出与 Ξr 相一致的周期表现, 并且沿飞行方向出现一个与时间成比例的
增长项。这说明经过对 1ör 的一阶近似后, 新的方程 (5) 在结构上发生了本质变化。为了抵消

这个发散效应, 只好附加一个强制性的假定 y
õ

0 + 2Ξrx 0 = 0 后再对H ill 解加以运用。

3　相对运动分析与H ill 方程的适用性

从上一节的推导中可以看出, 两个飞行器相对运动的行为完全是由其六个初值确定, 而

这组初值又紧紧依赖于与各自轨道根数相关、但相互独立的六个参量 (R 0, r
-

, e, ∃ i, Κ0, Θ0)。所
以, 如果当为适应必要的轨道需求而人为地限制有关轨道根数的取值时, 就意味着相对运动方
程初值选择的独立性会受到影响。例如, 若考虑的两个飞行轨道周期相同, 则这组初值的自由
度就减少到五个; 特别地, 当两个轨道又都是圆轨道时, 其自由度就将再度减少。这表明进行编
队的设计并非仅是孤立地确定有关初值那样简单, 而必须要考虑到因轨道特征的预先选择所
导致的某些编队需求无法满足的可能性。举例来说, 倘若所讨论的两个飞行器为具有相同周期

的圆轨道 ( r
-

= R 0 和 e = 0) 时, 就无法实现平面内 (即 x - y 平面) 的绕飞编队飞行。因为此时
无论如何设计, 均有 x ( t) ≤ 0。但这个事实无法从H ill 解中找到答案。

另外一个特别值得关注的特征就是相对运动中动态行为的多样性。这从其解析解的表达
式(2)或 (4)中就可明显看出。对于相对运动的三个分量来说, 除 z ( t) 单纯地呈现出与S f 轨
道周期相同步的形态之外, x ( t) 和 y ( t) 在其周期性行为上则表现得更为丰富, 宏观上它
们要受到 Ξe- Ξr、Ξe 以及 Ξe+ Ξr 三个频率的共同作用。特别是 Ξe+ Ξr 频率分量的影响, 并非
一定会因为编队飞行轨道偏心率的变小而消失。相反, 随着 e→0, 它的作用还可能会占据主
导位置。实际上当 e= 0 时, x ( t) 的周期变化量仅与 Ξe- Ξr 和 Ξe+ Ξr 相关。这说明不能仅仅
因为偏心率很小而忽略其影响, 应分析在什么条件下H ill 方程 (5) 及其解式 (6) 是有效的。
为此还是假设两个飞行器的运行周期相同 (即 Ξe= Ξr) 的前提下, 从对相对运动方程 (1) 的
解析表达式 (2) ～ (4) 的深入分析来加以研究。
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首先考虑 z ( t) 分量的运动表现。对方程 (4) 的第 3 式整理, 并利用式 (3) 可得到
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z
õ
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õ
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õ
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õ
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0
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z
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图 2　 z ( t) 分量的相轨迹描述

由此可知, 相对运动中 z ( t) 分量以 S r 的

轨道周期重复变化。尽管由于偏心率的存

在而使得其相轨迹 (z - z
õ

) 有些不够规

则, 但由{z ( t) , z
õ

( t) öΗ
õ

0} 所确定的封闭轨

线却都完全处于以{0, ez
õ

( t) öΗ
õ

0 (1 + e) }

为中心, 由两个仅与 e 有关的椭圆所规定

的区域之内 (见图 2 所示的阴影区)。其中

的内包络椭圆的长、短半轴为 1 和 1ö(1 +

e) , 而外包络椭圆则为[1 + eö(1 - e) ] 和

1ö(1 + e)。因此当 e 的影响不可忽略时,

真实解与H ill 解中的 z ( t) 分量也将有较

大偏差。但随着 e → 0, {z ( t) , z
õ

( t) öΗ
õ

0} 也

将趋向一个单位圆 (由H ill 解决定)。这表明在偏心率可被忽略的情况下, H ill 解中的 z h ( t) 分

量才与真实解充分接近。

但是对于相对运动方程中的 x ( t) 和 y ( t) 来说, 其形态则要复杂得多。忽略偏心率 e 的二

阶项影响, 并将式 (3) 近似地用 Ξe t = Η- 2esinΗ+ o (e2) 表示, 则由式 (2) 可近似推出

x ( t) =
r
-

2
(1 - co s∃ i) co s Η+

Ξr

Ξe
Η+ Θ0 + Κ0 +

2eΞr

Ξe
sinΗ×

　　　sin Η+
Ξr

Ξe
Η+ Θ0 + Κ0 - eco sΗco s Η+

Ξr

Ξe
Η+ Θ0 + Κ0 +

　　　 (1 + co s∃ i) co s Η-
Ξr

Ξe
Η+ Θ0 - Κ0 -

2eΞr

Ξe
sinΗsin Η-

Ξr

Ξe
Η+

　　　Θ0 - Κ0 - eco sΗco s Η-
Ξr

Ξe
Η+ Θ0 - Κ0 - R 0 + o (e2)

y ( t) =
r
-

2
- (1 - co s∃ i) sin Η+

Ξr

Ξe
Η+ Θ0 + Κ0 -

2eΞr

Ξe
sinΗ×

　　　co s Η+
Ξr

Ξe
Η+ Θ0 + Κ0 - eco sΗsin Η+

Ξr

Ξe
Η+ Θ0 + Κ0 +

　　　 (1 + co s∃ i) sin Η-
Ξr

Ξe
Η+ Θ0 - Κ0 +

2eΞr

Ξe
sinΗ×

　　　co s Η-
Ξr

Ξe
Η+ Θ0 - Κ0 - eco sΗsin Η-

Ξr

Ξe
Η+ Θ0 - Κ0 + o (e2)

(7)

　　显然, 在 1 - co s∃ i µ e 的情形下, 式 (7) 在 x - y 平面中的运动将接近于以下述坐标为中
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心, 半径为 r
-

2
(1 - co s∃ i) 的动态圆形轨迹, 且其运动以 Ξr + Ξe 快速变化:

r
-

2
(1 + co s∃ i) co s Η-

Ξr

Ξe
Η+ Θ0 - Κ0 - R 0,

r
-

2
(1 + co s∃ i) sin Η-

Ξr

Ξe
Η+ Θ0 - Κ0

图 3　1- co s∃ i µ e 时的 x - y 轨迹

　　相比之下, 这一运动的中心则按照S f 与S r 各自轨道

周期之差的规律沿着中心为{- R 0, 0}、半径为 r
-

2
(1 +

co s∃ i) 的圆轨迹缓慢“漂移”(见图 3)。只要 Ξr ≠ Ξe, 这种

合频与差频相组合的运动规律就始终存在, 直到两个轨道

周期相同后, 其“漂移”特征才会消失, 进而代之以一个

固定重复的圆形轨迹。

然而, 随着 (1- co s∃ i) 减小到与 e 处于同一量级的情

形时, 相对运动的形态将发生新的变化。当 Ξr = Ξe 时, 式

(7) 可进一步简化为

x ( t) =
R 0

2
(1 - co s∃ i) co s (2Η+ Θ0 + Κ0) +

R 0

2
(1 + co s∃ i) [co s (Θ0 - Κ0) -

　　　2esinΗsin (Θ0 - Κ0) - eco sΗco s (Θ0 - Κ0) ] - R 0 + o (e2)

y ( t) = -
R 0

2
(1 - co s∃ i) sin (2Η+ Θ0 + Κ0) +

R 0

2
(1 + co s∃ i) [ sin (Θ0 - Κ0) +

　　　2esinΗco s (Θ0 - Κ0) - eco sΗsin (Θ0 - Κ0) ] + o (e2)

(8)

图 4　 (1- co s ∃ i)～ e 时的 x - y 轨迹

由此可以看出, 当 (1- co s∃ i)～ e 时, 相对

运动在 x - y 平面上的行为是一个以

{R 0 ( 1 + co s∃ i) co s (Θ0 - Κ0) ö2 - R 0,

R 0 (1 + co s∃ i) sin (Θ0 - Κ0) ö2} 为中心的

封闭轨迹。这个轨迹的重复周期相同于飞

行器的轨道周期。但由于两倍于 Ξr 频率分

量的作用, 这个轨迹的形状类似于三角形。

图 4给出了在Θ0 = Κ0 附近的x - y 投影。这

个轨迹对于不同的Θ0 + Κ0 将围绕其中心进

行旋转, 其形状也随之有所扭曲。但无论怎

样, 这个“三角形”的三个顶点都会落在长、

短半轴分别为R 0{e (1 + co s∃ i) +
1
2

(1 -

co s∃ i) };
1
2

R 0 e (1 + co s∃ i) + (1 - co s∃ i) 的外椭圆包络上, 而且它还必然处于由另一个

长、短半轴分别为R 0{e (1 + co s∃ i) -
1
2

(1 - co s∃ i) };
1
2

R 0{e (1 + co s∃ i) - (1 - co s∃ i) } 所

确定的内椭圆包络之外 (见图 4 所示的阴影区)。显然, 这个包络带的出现, 正是由于 (1 -

co s∃ i) 与 e 相比无法忽略所形成的。因此, 只有当 (1 - co s∃ i) 处于 e2 或更高阶水平上时 (也即

∃ i 与 e 处于同量级或更高阶) , 这个包络的“带状”效应才会消失, 并最终接近于长、短半轴之比
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为2∶1 的单一椭圆轨线。值得注意的是, 这个独特椭圆的长、短半轴与 (Θ0 - Κ0) 的变化并无关

系, 但它却会随着 (Θ0 - Κ0) 的变化发生旋转和中心点偏移。显而易见, 这个椭圆特征并不取决

于 (y
õ

0 + 2Ξrx 0) 是否为零, 而仅仅依赖于两个轨道的倾角差 ∃ i 是否小到 e 的量级或以上。在此

基础上再分析 (Θ0 - Κ0) 的作用, 通过式 (2) 和式 (4) 的对比可以发现, 随着 (Θ0 - Κ0) 逐渐减小

直到它也与e处于同量级或更高阶水平时, 就将有y
õ

0 + 2Ξrx 0≈ 0的成立, 此时, H ill 解才会与

真实解相接近。

进一步利用式 (2)、(4)进行对比, 就可以得知, “∃ i 和 (Θ0 - Κ0) 均与 e 成同量级或更高

阶”完全等价于“飞行器相对初始距离和初始速度均分别与 eR 0 和 eΞrR 0 处于相同量级或更高

阶”, 即:

1
R 0

x 2
0 + y 2

0 + z 2
0～ e 或更高阶, 及　 1

ΞrR 0
x
õ 2

0 + y
õ 2

0 + z
õ 2

0～ e 或更高阶

显然, 这正是在 e 充分小的情形下H ill 解的适用前提条件。

4　 ∃ i～ e 条件下同周期相对运动通解的一阶近似

实际上, 在忽略 e2 项作用的情形下, ∃ i～ e 意味着式 (4) 中的“倍频”效应 (即 Η+ Ξr t) 将

变得微乎其微。考虑 Ξe = Ξr (即 r
-

= R 0) 时式 (2) 相对于 e 的一阶近似问题, 不妨假设在 t = t0

时的初值分别为{x t0 , y t0 , z t0 , x
õ

t0 , y
õ

t0 , z
õ

t0}, 并利用式 (3) 得到

Ηt- t0 - Ξr ( t - t0) = 2e{sin [Ξr ( t - t0) + Ηt0 ] - sinΗt0} + o (e2)

从而式 (2) 可简化为

x t- t0 = x t0 + e (x t0 + R 0) co sΗt0 + 2ey t0 sinΗt0 -

　　　{e (x t0 + R 0) co sΗt0 + 2ey t0 sinΗt0}co sΞr ( t - t0) +

　　　{e (x t0 + R 0) sinΗt0 - 2ey t0co sΗt0}sinΞr ( t - t0) + o (e2)

y t- t0 = y t0 + ey t0co sΗt0 - 2e (x t0 + R 0) sinΗt0 -

　　　{ey t0co sΗt0 - 2e (x t0 + R 0) sinΗt0}co sΞr ( t - t0) +

　　　{ey t0 sinΗt0 - 2e (x t0 + R 0) co sΗt0}sinΞr ( t - t0) + o (e2)

z t- t0 = z t0co sΞr ( t - t0) +
z
õ

t0

Ξr
sinΞr ( t - t0) + o (e2)

(9)

进 一步地, 通过对 式 (2) 求导建立 {x
õ

t0 , y
õ

t0} 与 {x t0 , y t0} 之间的对应关系, 再利用

r =
(1 - e2)

1 + eco sΗ r
-
可以推出由{x t0 , y t0, z t0 , x

õ
t0 , y

õ
t0 , z

õ
t0} 所确定的 Ηt0 值, 将其代入式 (9) , 即可得

到由任意初始时刻 t0 的初值所描述的近似公式
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x t- t0 = x t0 +
y
õ

t0

2Ξr
+

3
2

r
õ

t0

ΞrR 0
y t0 -

y
õ

t0

2Ξr
+

3
2

r
õ

t0

ΞrR 0
y t0

×

　　　co sΞr ( t - t0) +
x
õ

t0

Ξr
sinΞr ( t - t0) + o (e2)

y t- t0 = y t0 -
2x

õ
t0

Ξr
- 3

R 0

r t0

- 1 y t0 +
2x

õ
t0

Ξr
+ 3

R 0

rt0

- 1 y t0
×

　　　co sΞr ( t - t0) +
y
õ

t0

Ξr
sinΞr ( t - t0) + o (e2)

z t- t0 = z t0co sΞr ( t - t0) +
z
õ

t0

Ξr
sinΞr ( t - t0) + o (e2)

(10)

式中　 rt0 和 r
õ

t0 由式 (11) 确定

rt0 = (x t0 + R 0) 2 + y 2
t0 + z 2

t0

r
õ

t0 =
1
r t0

{x
õ

t0
(x t0 + R 0) + y

õ
t0y t0 + z

õ
t0z t0}

(11)

　　对比由式 (6)给出的H ill 解, 式 (10)中并不含有发散项, 因而无需附加 y
õ

0 + 2Ξrx 0 为零的

强制性假定。此外, 在式 (10) 的推导过程中并没有对S f 与S r 之间的距离附加任何限定, 所以

它完全可以应用于大范围的初值情形。显然, 这些优点都是H ill 解所无法比拟的。

事实上, 由于 ∃ i 与偏心率 e 的量级相当, 因此利用式 (2) 可以推知, z 分量与R 0 之比亦将

与 e 处于相同量级。所以在实际计算中, 可以忽略式 (11) 中关于 z t0 项的作用。进一步分析式

(10) , 由于
r
õ

t0

ΞrR 0
和

R 0

r t0

- 1 均与 e 处于相同量级, 倘若
y t0

R 0
～ e, 则式 (10) 将进一步退化为H ill

解。

5　结束语

本文研究了当前空间飞行器编队飞行设计中所面临的最基础性问题, 即相对运动的解析

求解以及H ill 方程的适用性问题。从几何学角度出发, 推出了相对运动的通解公式。针对不

同的轨道参数, 深入地分析了相对运动轨迹的本质形态, 进而在一定程度上揭示了相对运动所

固有的行为特征。在此基础上, 找到了H ill 方程能够得以正确运用的前提条件。此外, 文中

还给出了一个低椭圆情形下可用于编队设计的近似公式。
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Analysis of Spacecraf t Rela tive M otion and Appl icabil ity
of H ill’s Solution

Zhang Zhenm in

(H arb in U n iversity of T echno logy, H arb in 150001)

Xu B in　Zhang H eng　Sun L an　Pan L ijun

( In st itu te of M echan ics Ch inese A cadem y of Sciences, Beijing 100080)

Abstract　O ne of the m o st fundam en ta l p rob lem s on spacecraft fo rm at ion2f ly ing,

i. e. , the ana lyt ic so lu t ion of spacecraft rela t ive m o tion and app licab ility of H ill’s equat ion

is p ropo sed in deta il. By u sing necessary geom etry m app ing, genera l exp ression is bu ilt

up , and then the rela t ive m o tion s under d ifferen t in it ia l condit ion s are so com p rehen sively

characterized tha t the app licab ility condit ion of H ill’s app rox im at ion is ob ta ined. Fu rther2
m o re, a new sim p lif ied fo rm u la fo r fo rm at ion design is p rovided in low ellip t ic o rb its.

Subject Term　K inet ic equat ion　R ela t ive m o tion　A pp licab le co rd it ion　Spacecraft
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