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，I摘要 借助干张量分析和张量计算 ，在贴体曲线坐标系下本文讨论了不同隶解变量 

导致了牯性项个数上的重大差异和不同大小的计算量，井提出了便于牯性计算的最佳形式。 

文中借助干有限体积离散技术，通过引进两个对称辅助矩阵[A]和[B]，使牯性项的计算 

量大大；蠡少，这对完成三维牯性流的数值计算具有重要的指导意义。 

借助干上述方法，车文完成了某型真实进气遘两种工况的三雉牯性 Navler-Stokes 

方程计算(即 M =3．0， =0。和设计工况 M 一2．65，a=0。)。获得了满意的垒场 

结果’对于 M =2．65的设计工况。同实验数据作了比较，符台良好。 由于书文的方法 

明显盼；蠡少了牯性项的计算量且节省了大量内存， 以致于使三维沈 场的 N—S求解能在普 

通微机上进行。 

关键调 壅苎 兰t对称矩阵，有限体积离散， 

舱 ， 
言 

三维牯性流动。 

近年来，带激波的粘性流场计算在国内外获得了很大发展，尤其是国内，已涌现出 

许多新的有效格式和算法，例如文献[1]提出的NND格式在粘流计算和激波捕捉中得到 

了成功的应用。 ， 文献[5]提出的耗散比拟法也成功地求解了航天飞机的超声速粘性 

流场。所有这些方法和格式对于改善捕捉激渡的质量、提高激渡分辨率是十分有数的。 

本文主要讨论粘性项的处理问题，探讨减少计算量，节省内存的方法。 

在现代流场计算中，由于边界形状的复杂，贴体坐标已得到广莨应用。在曲线坐标 

中，场的计算离不开张量分析和张量计算，尤其是流场的计算，它依赖于 Navler-Stokes 

方程，存在着反映粘性的二阶粘性应力张量f和它与速度矢的数量积(内积)，存在着 

v·f和 v·(f· )的计算问题， 因此单纯按照传统的张量分析手段则上述项无论采取逆 

变分量或协变分量展开都会导致大量的 Christoffel记号， 例如文献[7]的(4．7)式是用 

逆变分量表达的弱守恒N—s方程组，它就包含了大量的这类记号，该方程组的形式是 

· 国家自燕科学基金和国家博士后基盎资助项目。 
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式中 为压强， 和 分别为流体的热传导系数和温度， g“和 分别为速度、度量 

张量和粘性应力张量的逆变分量， 厂； 为第二类 Christoffel记号 ( ，，， =1～3)，其 

定义为 

( +蓑 一器) (2) 
这里 g， 为度量张量的协变分量。显然对于三维粘性问题， (1)式的完垒展开其项 

数是相当多的。如何尽量减少主方程中的计算项数，正是本文探讨的内容。 

本文采用了两大措施来减少 N—S方程 的计算量 t (1)将主方程组中的动量方程沿 

， ， k方向(即笛卡尔坐标系 ( ， ， )的单位矢量方向)展开， 取代 了文献[7]中梧 

B，， B ， e，方向(即贴体曲线坐标系( ，， ， ’)的基矢量方向)展开的做法，使得出的 

方程项数大为减少。(2)主方程组中的动量方程仍沿j，，， 方向展开，并采用有限体 

积离散技术，通过对单元体的积分使微分方程组的阶数降低，使得二阶导数的粘性项降 

为一阶，这就大大减少了做数值微分的次数' 本文还引进了两个辅助对称矩阵[A]和 

[B]，这样做一方面使粘性项的计算更为简便，另一方面也大大节省了计算机内存，有 

利于在普通微机上完成大型三维粘流计算。 

一

、 取 为动量方程的展开方向 

在任意曲线坐标系中， 对 N—s方程组中的动量方程选取什么样的三个方向列出， 

这是个非常重要的问题。它直接影响着方程项数的多少，尤其对三维粘流问题更为突出。 

然而这个问题在过去 的许多文献中却一直被忽视。 

文献[7]从传统的张量分析 出发， 推导给出了任意曲线坐标系下 N—s方程的通用 

形式， 即本文的(1)式， 但由于这个方程组的动量方程是沿 口 ， 口：， e，方向的，所 

以粘性项的项数是相当的多，例如 可写作 

V _，】 ， ，⋯， ) (3) 
这里函数 ，．(⋯)是一个多项式t对于任意曲线坐标，这个多项式有 108项}对于正交曲 

线坐标系它变为64项’因篇幅所限，这里略去它们的具体表达式。对于v f 和 也 

有类似的结论。 显然， 方程的项数越多， 越不利于数值计算， 尤共是粘性问题更是如 

此。 

文献[8]改进了文献[7]的做法，将动量方程写成 

fp +番(v／ )+ i(。／ “．j) ，)一番( ，)=0 (4) 
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式中 P， p，f̈ ， ，g 

这里 g． 为曲线坐标系( ， ， )的协变度量张量。 然后， 将(4)式沿 ， ， 方 

向展开， 结果大大减少了方程 中的项数；最后， 文献[8，9]推 出了任意 曲线坐标 系下 
一 种新形式的通用 N—S方程组 

d 

f√ p l √ D 

百pu【 I 百(puv +g‘ 

gpv l4-鱼} g(pvv +g” ’ ) 

v'-Yp埘I d 1、／百( 口 +g r， ，， ) 

I
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√ NIl 

√ N|i 

百lⅣ，， 

虿( M 罟) 

0 (6) 

式中 和 分̂别为粘性系数和热传导系数，“， ， 分别为 沿 ，7， 方向的分速 
度}而 ”，Ⅳ“和 M 的定义分别为 

N ii一 ~)Xt~ )Xi OUa ik O u~
一

詈(V·『，) 

M 券+“ 券一詈c “I 
“ = 

(7a) 

(7b) 

(7c) 

这里 (i=l，2，3)为 沿 ，，， 方向的分速，显然 (6)式既保留了曲线坐标 系的 

优点，同时又减少了方程的项数 }将这个方程组与(1)式相比，其重要的差别在于两个 

方程组中的动量方程是沿着不同的方向列出的，而且两个方程组求解的变量也不同。对 

于选用差分法来说，采用(6)式计算要更方便些，而且计算量要比(1)式小。作为例子， 

文献[1O]计算了(6)式的特例即无粘流动情况下的三维 Ealer方程组， 并得到了满意 的 

三维无粘解。讣算中为提高捕捉激波的分辨率，采用了 Harten的数值通最n“” 。 

二、有限体积离散及两个对称的辅助阵 

音}j5 棚+ -EdS=o (8) 

为 ． 史 

定 
的 

g 龃纠  

式 ” ” ” g g 

斓 

定 一一 的 g 
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E= t P毫 F—F-2vT 1 = 矿一盯 I ；nt—t；· 【 矿一盯·矿 
F， = 

(9b) 

(9c) 

武中盯和 分别为应力张量和粘性应力张量，P矿矿为并矢张量，?、和 ^分别为温度和 

热传导系数。在(8)式的计算中，两个面积分 ·仃ds和 ·(盯·矿)ds的计算非常 

重要。如将这两个面积分分别用于单元体的六个表面，则有 

6 

种 ·HdS=∑( ·盯)· (1o) 
d0 

·(盯·矿)ds=∑ ( ·仃· ) (n) 
1 1 

式中 
= S i+S i ÷S，i (12a) 

一“ + +“ (12b) 

盯 i—P( + ÷ ) (12c) 

为了减少计算量，(S·盯)和 ( ·仃· )均在直角坐标系中计算。经过推导和一系列的张 

量计算，则(10)与 (11)式分别变成(13)与(14)式 
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(15) 

a 和 b“分别为辅助矩阵[A]和[B]的元素。对于单元体体心上的 ali可 由下式计算 

= --  ( (16) 

而面上的 a． 值可由相邻两个单元体体心上 ao值的算术平均得到。面上 bit值为 
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由(16)和 (17)式可知t辅助矩阵[A]和[B]分别都是对称矩阵。 

显然，利用(8)式并结合(13)式与(1d)式的计算来求解三维粘性流场，共计算量要 

比求解 (6)式还要小，而且由于粘性项的巧妙处理既避免了许多的数值微分过程又节省 

了计算机内存， 因此具有省机时、省内存的特征。 

三、典型的两个算例 

借助于上节给出的粘性项处理技巧，本文计算了典型高速进气道三维流场的两种工 

况t(1) =3．0和攻角 =0。，(2)设计工况 M =2．65和 =0。；进气道形状取 自文 

献[14]， 流场计算选取了三维、湍流、 可压缩、雷诺平均的 N—s方程组作为求解的主 

方程，湍流模式采用 Baldwin—Lomax模型；数值离散采用有限体积离散技术；在数值 

格式方面 ， 对 Jameson—TurkC 的 LU格式“ 做了改进 ， 采用了 Lu—TVD杂交格 

式⋯“ ，其中粘性项的计算采用本文的(1 3)与(14)式；为了提高激波的分辨率，数值通 

量计算采用了张涵信的 NND格式中的数值通量 。对于三维湍流计算的详细过程将另 

文发表，这里仅扼要介绍一下主要结果。图 1给 出了 M 一3．0时子午面上垒场的速度矢 

图 1 进气道叠场速度矢量图(子午面上) 
Fig．1 Velocity vector field of symmetrical plane at M =3．0 

量图，图 2给出了速度分布的局部放大， 

可以看出流场分布是较合理的。图 8和图 

4分别给出进气道内流道两种工况下等马 

赫数线分布的局部放大图，显然由于粘性 

的存在，其壁面附近等马赫线的分布与无 

粘计算大不相同。图 5和图 6分别给出设 

计工况 ( 一2．65)下， 沿中心体和外罩 
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外表面的压力分布，并且都与实验 作了比较，符合良好，变化趋势基本上一致。 

由于采用 了有限体积离散技术、粘性项处理技巧和 LU—TVD杂交格式，使得三维 

粘性计算可以在微机上进行。 

X 

2 3 5 6 

图 3 硒 拉^的等马赫线分布(M ：3．0) 

Fig。3 Enlarged M ach contours(M  =3
。0) 

5 沿中 倬表面的1土力分布与赛验的比较 

(M =2．65' 

Fig．5 Com parison of ccntcrbody static pros— 

sure distributions with cxpcrirncn- 

tal data for M =2。65 

o 3 6 

图 4 局部放大的等马赫线分布(M =2。65) 

Fig。4 Enlarged M ach contours(M =2．65) 

圈 6 沿外罩外表面的压力分布与实验的比较 

(M = 2。65) 

Fig。6 Comparison of cowl static pressure 

disttibutions w ith experimental data 

for M *=2．65 

四、结 论 

I．埔差分方法求解三维 N—S方程组，选用(6)式要比(1)式好，它有较小的计算 

量。 

2．用有限体积法解三维 N—s方程组 ， 有利于微分方程组的降阶 ； 引进对称矩阵 

CAI~CBI，大大减少 了三维粘性计算的工作量。 典型算倒表明t本文给出的粘性项处 

理技巧是可行的、有效的。 
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On Numerical Computation of Viscous Terms for 

5一D Navler—Stokes Equations 

W ang Baoguo 

(Oinghua Uni*~ersity) 

Bian Yingui 

(Instltute oi Mechanics．Chinese Academy ol Science) 

Abstract Differen tforms for vlscOUS terms of three—dimensionaI Navier— 

Stokes equations with different primeval variables are discussed by using 

tensor anaLysis technique in curviLinear coordinate system and two effec— 

tive approaches for computation of viscous terms are presented in this 

paper．These arel(1)all optimum form of【Na-~ier—Stokes equations for 
finite—difference method is given

．
(2)the auxi1iary matrixes [A] and EB3 

are considered by using finite—volume technique． They provide efficient 

methods for calculating three-dimensionaL compressible viscous fLows．The 

methods were used to compute the externa1 and internal flow field for 

all inlet．Resu1ts were obtained for two flow conditions ( =3．0 and 

a一 0。，M  一2．65 and a=0。)．Some of the computed results were compared 

with wind tunne1 data．The computations and experimental resuits com- 

pare reasonablY wel1． Numerical application shows that the present me— 

thod needs less computer storage and CPU time． 

Key words tensor analysis，symmetric matrix，finite—volume method， 

viscous terms，3-D viscous flows． 
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