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物理短裂纹疲劳扩展的M arkov 链模拟
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摘　　要

使用M arkov 链理论, 基于 16M n 钢小试样疲劳裂纹扩展试验, 构造了一个物理

短裂纹扩展的概率演化模型。该模型对裂纹扩展的循环数分布以及分布的演化过程

的模拟, 表明了与实验结果良好的吻合程度, 从而为物理短裂纹扩展的概率分析及可

靠性评价提供了手段。
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1　引　言

疲劳短裂纹一般可分为: 微结构短裂纹和物理短裂纹, 前者与材料结构特征尺寸 (如晶粒

尺寸) 同量级; 后者则一般在 011mm 至 110mm 左右。微结构短裂纹的应用, 由于材料自身存

在各种缺陷以及加工的原因等, 受到了极大的限制, 在实际工程中, 几乎很难应用。相比之下,

物理短裂纹在实际工程中却大量存在, 如飞机紧固件孔边裂纹[ 1 ] , 精密轴类零件上的裂纹等

等。因此, 物理短裂纹疲劳扩展规律的研究具有实用价值。

在短裂纹研究历史上[ 1- 3 ] , 涉及统计性能的研究工作并不多见, Bogdanoff 等[ 4 ]使用B 2模
型, 模拟了疲劳裂纹的演化过程, 文献[1 ]中, 介绍了在短裂纹扩展概率描述上的许多进展。过

去对裂纹的研究大都针对个别样本裂纹, 不能反映裂纹整体性能, 缺乏完整性和可靠性, 而现

有的许多概率研究工作, 在短裂纹扩展研究上尚缺乏实践。本文借鉴以往研究的经验, 针对

16M n 钢小试样, 由多次重复试验[ 5 ] , 首先获得了物理短裂纹扩展数据, 采用Bogdanoff 方法,

并使用了非稳态M arkov 链转化为准稳态M arkov 链的处理, 建立了一个物理短裂纹扩展的

概率演化模型, 给出了疲劳扩展循环数概率分布及沿裂纹发展方向上的演化过程。

2　试验和结果

试验采用了 16M n 钢棒材 (轧制退火态) , 其成分 (W t - ◊ ) 为: C0. 16, Si0. 36,M n1. 38,
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S0. 11, P0. 17,N i0. 12, C r0. 13, Cu0. 15; 破断和屈服强度为 562 和 373M Pa; 延伸和面缩率为

0133 和 017; 硬度为HB 140。

试验在旋转弯曲疲劳机上进行, 采用等幅应力加载, 名义应力幅为 285M Pa, 裂纹长度的

测量采用复型技术和显微镜观测。图 1 为试验用试样。

　　　　图 1　16M n 钢试样　　　　　　　　　　　　　　　　图 2　裂纹扩展的分散程度

在文献[5 ] 基础上, 进一步扩大试验的样本容量, 共获得 16 条裂纹扩展样本曲线, 其结果

由图 2示出。横坐标为疲劳循环数N , 纵坐标为试样孔边裂纹的表面长度 a , 图上示出在不同裂

纹长度时, 循环数的分散程度。

循环数的样本均值N
δ和方差S

2
n 可由试验数据获得。关于N

δ和S n 的置信区间, 在循环数为

近似正态分布假设下, 可由下式估算:

Nδ: (Nδ - ∆(Α)S n ,Nδ + ∆(Α)S n)

S n: (Χ1 (Α)S n , Χ2 (Α)S n)
(1)

其中 ∆(Α) = tΑö2 (n - 1) ö n , Χ1 (Α) = (n - 1) öς 2
Αö2 (n - 1) ,

Χ2 (Α) = (n - 1) öς 2
1- Αö2 (n - 1) , Α为显著度, n 是样本数, tΑö2 (n - 1) 为 t 分布表中的系数,

ς2
Αö2 (n - 1) 和 ς2

1- Αö2 (n - 1) 是 ς 2 分布表中系数。

当 Α= 0. 05 时,Nδ 和 S n 的置信区间为:

(Nδ - 0. 5329S n ,N
δ + 0. 5329S n)、(0. 7387S n , 1. 5477S n)

图 3 示出了不同裂纹长度时, 置信区间大小及变化情况。

(a)　Nδ 的置信区间 (Α= 0. 05)　　　　　　　　　　　　 (b)　S n 的置信区间 (Α= 0. 05)

图 3
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3　M arkov 链模型

裂纹扩展数据可构成离散的时间序列, 这一序列可使用有限状态 2离散时间M arkov 链描

述。将裂纹扩展过程划分为有限个离散状态, 如 b 个状态, 各状态对应相应的裂纹长度。设第 j

个状态对应裂纹长度为 a j。让E
j
k 表示在时间 k 时, 裂纹长度到达 a j , 即达到 j 状态这一事件, 则

由M arkov 过程理论有:

P rob{E
j
k öE

jk- 1
k- 1 ⋯E

j2
2 õ E

j 1
1 } = P rob{E

j
k öE

jk- 1
k- 1 } (2)

式 (2) 表示M arkov链的无后效性性质, 即在k 时刻, 裂纹扩展状态的统计特性仅取决于前一时

刻 k - 1 状态, 而与过去其它时刻无关。

裂纹扩展初始状态的概率分布以 (1 × b) 行向量表示:

P 0 = (Π1, Π2, ⋯, Πj , ⋯, Πb- 1, Πb) (3)

式中 Πj = P rob{E
j
0}, 且有6

b

j= 1

Πj = 1。取 Πb = 0, 以表明疲劳初始时不会失效。

裂纹扩展至 x 时刻, 所处状态的概率分布可表示为:

P x = (p x (1) , p x (2) , ⋯, p x ( j ) , ⋯, p x (b - 1) , p x (b) ) (4)

这里 p x ( j ) = P rob{E
j
x }, 6

b

j= 1
p x ( j ) = 1, p x ( j ) > 0。

M arkov 链每一状态有二种可能的发展, 一是在下一时刻, 仍保持在原状态不变; 二是从目

前状态转移到下一个状态上。对于第 j 个状态前一种可能的概率为 p j , 后一种可能的概率为

q j , 各个状态的条件概率构成状态的概率转移矩阵如下:

P =

p 1 q1 {0}

p 2 q2

ω
p j q j

ω
p b- 1 p b- 1

{0} p b

(5)

这里 0 < p j < 1, p j + q j = 1。p b = 1, 取 b 状态为吸收态, 表明疲劳失效。其它状态均为暂态。

各个状态的转移示意见图 4。

由M arkov 链理论: 在任一时刻 x 的有限维分布完全由初始分布和转移概率确定。即有:

P x = P 07
x

i= 1
P i　　　　　　x = 1, 2, 3, ⋯ (6)

　　对于稳态的M arkov 链, P i = P (式 (5) 的一步转移概率矩阵) , 于是式 (5) 简化为:

P x = P 0P x　　　　　x = 0, 1, 2, ⋯ (7)

　　设W b 为到达 b 状态的疲劳循环数, 则W b 的累积分布函数为:

F (x ; b) = P rob{W b < x } = p x (b) (8)

　　根据生成函数理论[ 4 ] , 借助于几何变换, 可获得W b 与 p i 和 q i 间的关系如下:
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E [W b ] = 6
b- 1

i= 1

(1 + p iöq i) = Λw

V ar [W b ] = 6
b- 1

i= 1

(p iöq i) (1 + p iöq i) = Ρ2
w

(9)

这里 E [õ ]、V ar [õ ] 分别表示期望值和方差。

由式 (9) 可求出各个状态上的转移概率, 从而得到 P 矩阵。

在实际裂纹扩展中, 往往呈现非稳态性, 因此, 需要将以上稳态的M arkov 链模型转化为

非稳态的M arkov 链, 至少是准稳态的M arkov 链。文献[6 ] 中给出了一个方法, 该方法可将一

个非稳态M arkov 链转换为一个近似的准稳态M arkov 链。这种转换取决于实际问题的时间坐

标 y 与稳态M arkov 链时间坐标 x 的一个非线性变换。设Q j 为非稳态M arkov 链在第 j 个状态

上的转移矩阵, 则概率分布 P y 为:

P y = P 07
y

j = 1
Q j (10)

图 4　M arkov 链状态示意图

　　设 x 与 y 存在非线性变换关系:

y = f (x )　　　 (或 x = f - 1 (y ) ) (11)

则在区间 (x j - 1, x j ] 上, (y j - y j - 1) 中包括有m 个整数时,Q j 按下式计算:

Q j = P m 　　　　m = 1, 2, ⋯

Q j = I (单位阵) ,m = 0 时
(12)

于是式 (10) 变为:

P y = P 07
y

j= 1

P m 　　　　 (m = 0, 1, 2, ⋯) (13)

4　模拟结果

将 16M n 钢孔边物理短裂纹扩展划分为 10 个状态, 各状态对应的裂纹尺寸 a 依次为:

0. 0 → 0. 1 → 0. 2 → 0. 4 → 0. 6 → 0. 8 → 1. 0 → 1. 2 → 1. 4 → 1. 6 (mm )

状态的一步转移概率分别为: p 1 = 0. 486, p 2 = 0. 094, p 3 = 0. 177, p 4 = 0. 526, p 5 = 0. 676, p 6

= 0. 484, p 7 = 0. 550, p 8 = 0. 649, p 9 = 1. 0。q1、q2⋯q9 可由 q j = 1 - p j 求得。

本问题实际时间为疲劳循环数N , 则x 与N 之间的非线性关系可在各个不同状态上确定。

例如, 在 a = 0. 2 (mm ) 状态上, x 与N 存在如下关系:

x = A N + B N 2 + CN 3 (14)

式中A = 1. 009 × 10- 3,B = - 1. 457 × 10- 7、C = 5. 458 × 10- 12。

图 5 给出了由M arkov 链模型模拟获得的循环数分布曲线及其沿裂纹长度方向上的演化

71第 2 期 物理短裂纹疲劳扩展的M arkov 链模拟

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



过程, 图上实心点为实验得到的循环数的经验累积分布结果。可见二者之间取得了良好吻合,

表明M arkov 链模型极强的适应性。

图 5　循环数分布曲线 F (N )

5　结　论

1)　本文首先提供了 16M n 钢试样物理疲劳短裂纹扩展的经验累积分布及统计特性;

2)　构造了一个准稳态的M arkov 链模型, 描述物理疲劳短裂纹的扩展;

3)　模型模拟结果, 表明了与实验结果的吻合性。
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N o. 2 CH IN ESE JOU RNAL O F A PPL IED M ECHAN ICS Ê

M arkov Cha in M odell ing of Physica lly
Fatigue Short Crack Propagation

W ang W eim ing　L iu Chun tu　D uan M eng lan　X u H ao
　　　　　　　　　　 ( Institu te of M echanics, A cadem ia Sin ica)　　　　　　　　 (N o rtheastern U niversity)

Abstract
Based on the experim en ts on the p ropagat ion of physica lly fa t igue sho rt crack s in steel

16M n, a p robab ilist ic evo lu t iona lm odel of physica lly fa t igue sho rt crack s w as con structed by

m ean s of M arkov chain theo ry. Fo r a good m odelling, a m ethod w as em p loyed to tran sfo rm

a non2sta t ionary M arkov chain in to a quasi2sta t ionary one. T he m odel w as u sed to sim u la te

the fa t igue cycle num ber d ist ribu t ion and its evo lua t iona l p rocess of physica lly fa t igue sho rt

crack s in steel 16M n, and the resu lts from the m odel show ed w ell agreeab le to the da ta from

the experim en ts. T he m odel p rovides a too l fo r fa t igue p robab ilist ic ana lysis and reliab ility

assessm en ts of physica lly fa t igue sho rt crack s.

Keywords: p hy sica lly short crack , m a rkov cha in , p robabilistic evolua tion , cy cle num ber d istri2
bu tion , steel 16M n.

The Reynolds Shear Stress D istr ibution in the Near
W ake of an A irfo il a t Very L ow Turbulence L evel

H e K em in　B a i Cun ru
(N o rthw estern Po lytechnical U niversity)

Abstract
T he experim en ta l invest iga t ion s of the tu rbu len t characterist ics a t t ra in ing edge of aero2

dynam ic bodies w ere increased in recen t years (427). It has im po rtan t m ean ing fo r the im 2
p rovem en ts of the characterist ics of a irfo ils fo r a irp lane and gas tu rb ineθs b lade and fo r the

invest iga t ion of the no ise d ist ribu t ion near the tra in ing edge. F rom the invest iga t ion of co rre2
la t ion betw een loca l R eyno lds shear st ress and tu rbu len t k inet ic energy of ref. 8210, fou r

conclu sion s had been ob ta ined in ref. 11. Bu t, in tha t t im e w e haveθn t test condit ion fo r in2
vest iga t ing the effect of tu rbu lence level. In recen t years, a low tu rb lence w ind tunnel has

been con structed in N PU. In th is w ind tunnel, w e have tested a irfo il NA CA 0012 at very

low tu rbu lence level ( 0. 02% ) and som e test resu lts fo r the tu rbu len t characterist ics in

boundary layer and w ake of the a irfo ils w ere ob taned.

T h is paper describes the R eyno lds shear st ress d ist rbu t ion in the near w ake of NA CA
0012 symm etric a irfo il m easu red by a con stan t tem pera tu re ho t w ire anem om eter.

T he resu lts had show n, the R eno lds shear st ress d ist ribu t ion in the flow direct ion and in

the w id th of the w ake had regu lar fo rm s obviou sisly. W hen com pared w ith the resu lts ob ta i
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