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水中悬浮隧道管段锚索耦合模型涡激振动研究
葛　斐 ,龙　旭 ,王　雷 ,洪友士

(中国科学院力学研究所 非线性力学国家重点实验室 ,北京　100190)

摘要 :为了分析水中悬浮隧道在水流作用下的动力响应 ,通过 Hamilton原理推导得到了悬浮隧道

管段和锚索的运动控制方程 ;同时引入锚索横向和轴向变形之间的耦合作用 ,建立了悬浮隧道的动

力响应模型 ,并考虑锚索发生顺流向涡激振动的影响 ,在时间域内求解运动控制方程。计算结果表

明 :若锚索长细比很大 ,则锚索横向和轴向变形之间的耦合作用不可忽略 ;锚索发生顺流向涡激振

动时 ,结构的横荡和横摇响应幅值增大 ,但垂荡响应基本不受其影响。
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Study of Vortex2induced Vibration of Submerged Floating

Tunnel Tube2tether Coupled Model

GE Fei , LON G Xu , WAN G Lei , HON G You2shi
(State Key Laboratory of Nonlinear Mechanics , Institute of Mechanics ,

Chinese Academy of Sciences , Beijing 100190 , China)

Abstract : In order to analyze dynamic response of submerged floating t unnel (SF T) in flow field

under vortex2induced vibration , equations of motion cont rol of submerged floating t unnel t ube2
tet her were derived by Hamilton variation principle. Considering nonlinear coupling effect

between t he axial and t ransverse vibrations of tet her , t he dynamic response model of submerged

floating t unnel was presented. Considering t he influence of in2line vortex2induced vibration of

tet her , equations of motion cont rol in time domain were solved. The calculated result s show t hat

if t he tet her slenderness ratio is large enough , t he coupling effect between axial and t ransversal

vibrations of tether can not be ignored. When t he in2line vortex2induced vibration of tether

occurs , t he responses of SF T in surge and roll directions increase obviously , but the heave

response is almo st invariant .
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0 引　言

水中悬浮隧道 ( Submerged Floating Tunnel ,

SF T) ,是一种悬浮在水面以下一定深度的管状结

构 ,通过重力、浮力以及支撑系统达到平衡 ,且利用

支撑系统维持悬浮隧道的稳定性[1 ]。当悬浮隧道所

受浮力大于重力时 ,则采用锚索将其与水下的基础

连接起来 ,并平衡悬浮隧道的剩余浮力。
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由于悬浮在水中 , SF T 有一定的运动自由度 ,

在波浪水流等环境载荷的作用下 ,SF T的动力行为

必须重点考虑[2 ]。Brancaleoni 等[3 ]最早提出环境

载荷下的 SF T工程计算程序 ,并分析了不同锚固方

式下 SF T 的动力响应。Remset h 等[ 4 ]分析风浪作

用下 SF T 的全局动态响应 ,用基于 Navier2Stokes

方程的有限元方法计算规则波作用下二维模型的水

动力。Kanie等[5 ]计算分析了悬浮隧道在规则波作

用下的动力响应 ,研究不同的波浪要素对 SF T动力

响应的影响。已有的这些研究中 ,把锚索对 SF T运

动的约束用无质量的线性弹簧替代 ,不考虑锚索上

的流体力作用 ,锚索的运动和变形被忽略。这种假

设在锚索不发生涡激振动时近似成立 ,而涡激振动

是锚索发生疲劳破坏的主要原因之一 ,研究 SF T在

流场中的动力响应时需要考虑锚索的运动和变形。

麦继婷[6 ]、葛斐等[7 ]的研究中 ,把锚索简化为两端简

支的伯努利2欧拉梁 ,并把隧道管段的运动作为外激

励引入到锚索模型的边界条件中 ,计算分析了锚索

的涡激动力响应。本文中通过 Hamilton 原理推导

得到了 SF T管段和锚索耦合的运动控制方程 ,并考

虑当锚索的长细比很大时 (不小于 102 量级) ,锚索

横向和轴向运动之间的耦合作用 ,建立了锚索 2 个

方向运动的耦合模型。

1 运动方程

SF T的跨度可达十几千米 ,由很多相同的管段

连接而成 ,为了研究管段与锚索之间的耦合作用 ,本

文中取其中一节管段 ,建立二维模型。SF T的锚索

和海洋平台张力腿很相似 ,锚索顶端受到 SF T管段

的拉力 ,类似于张力腿 , SF T 锚索也可由空心圆截

面钢管构成 ,因此在本文中把锚索简化为受张力的

空心圆截面梁 ,梁的下端与地基弹性连接 ,上端与

SF T管段铰接。SF T管段的弯曲刚度比锚索的弯

曲刚度大 2个量级以上 ,因此把 SF T管段简化为轴

对称的刚体 ,如图 1 所示。考虑结构在平面内的二

维运动 ,重点分析锚索发生顺流向涡激振动对 SF T

动力响应的影响。

建立结构的 Lagrange坐标 ,坐标原点固定在锚

索底端。在锚索的运动过程中 ,相比于转动来讲 ,变

形是个小量[8 ] ,如图 2所示 ,由此可写出锚索的位移

场表达式

　　　

u1 ( z , t) = v ( z , t)

u2 ( z , t) = 0

u3 ( x , z , t) = u( z , t) - X
5v ( z , t)

5 z

(1)

式中 : u1、u2、u3 分别为 x、y、z方向上的位移 ; u、v分

别为锚索轴线上的点在 z、x 方向上的位移 ; X 为锚

索任意截面上一点和轴线之间的垂直距离。由于锚

索简化为一根轴对称的梁 ,锚索轴线上点的位移 u、

v只和坐标 z 以及时间 t 有关。

SF T管段 x、y、z 方向上的位移 u t1、ut2、ut3由 2

个部分构成[式 (2) ] :一部分为由于锚索顶端的运动

而引起的平动位移 u ( L , t) 、v ( L , t) ;另一部分为

SF T管段绕 C点发生转动的位移 ,如图 3所示。

　　　

ut1 = v ( L , t) +
D
2

sinφ

ut2 = 0

ut3 = u( L , t) +
D
2

(cosφ- 1)

(2)

式中 : D为 SF T管段的截面直径。

图 3中 L 为锚索未变形前的长度 ,所有质点的

位移都是相对于初始构型时的位移。

根据结构的位移场 ,可以得到结构的势能及动

能表达式。锚索的势能包括锚索的应变能以及重力
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图 3 SFT管段的位移

Fig. 3 Displacements of Tunnel Tube

势能 ,在锚索的运动过程中 ,锚索的变形采用 Green

应变张量ε来描述 ,即

　　
εxx =

5 u1

5 x
,εyy = 0 ,εzz =

5 u3

5 z
+

1
2

(
5 u1

5 z
) 2

εxy = 0 ,εyz = 0 ,εxz =
1
2

(
5 u1

5 z
+

5 u3

5 x
)

(3)

将式 (3)代入锚索的位移场式 (1) ,并忽略泊松

比的影响 ,得到锚索的应变能为

Estrain =
1
2∫V 0

σijεij dV 0 =
E
2∫z∫A0

( u′ -

　　Xv″+
1
2

v′2 ) 2 dA 0 d z =
E
2∫

L

0∫A0

( u′2 -

　　2 u′v″X + v′2 u′+ X2 v″2 -

　　v′2 Xv″+
1
4

v′4 ) dA 0 d z (4)

式中 :V 0 为锚索在初始构型时的体积 ; A 0 为锚索截

面积 ; E为锚索弹性模量。

由于锚索截面具有轴对称性质 ,被积函数中关

于 X 的奇次项对 A 0 积分后都等于 0 ,只剩下 X 的

偶次项 ,而 X2 对截面 A 0 的积分等于截面惯性矩

I0。锚索的重力势能为

Egra = -∫z (ρf Af gu -∫A0

ρg u3 dA 0 ) d z =

　　 -∫
L

0
[ρf Af gu -∫A0

ρg ( u - Xv′) dA 0 ]d z =

　　 -∫
L

0
[ (ρf Af g - ρA 0 g) u]d z (5)

式中 :ρ为锚索的密度 ;ρf 为流体密度 ; Af 为单位长

度的锚索排开液体的体积 , Af =πr2
outer , router为锚索

截面的外半径。

锚索与地基之间的连接弹簧在锚索运动过程中

的变形能为

Espring =
1
2

kθ2 (6)

式中 : k为弹簧常数 ;θ为弹簧的扭转角。由于锚索

的小变形假设 ,扭转角θ可以近似为 v′(0 , t) 。

SF T管段受到浮力和重力的作用 ,其势能可以

表示为

EtunnelP = - N 0 [ u( L , t) +
D
2

(cosφ- 1) ] (7)

式中 : N0 为作用于管段的剩余浮力 ,其值为浮力与

重力之差。

锚索的动能为

　Etether =
1
2∫

L

0∫A0

[ρ( Ûu2
1 + Ûu2

3 ) ]dA 0 d z =

　　　
ρ
2∫

L

0∫A0

[ Ûv2 + ( Ûu - XÛv′) 2 ]dA 0 d z =

　　　
ρ
2∫

L

0∫A0

(Ûv2 + Ûu2 - 2ÛuXÛv′+

　　　X2 Ûv′2 ) dA 0 d z =
1
2∫

L

0
[ρI 0 Ûv′2 +

　　　ρA 0 ( Ûv2 + Ûu2 ) ]d z (8)

SF T管段的动能包括平动动能和转动动能 ,可

以表示为

　Etunnel K =
1
2

Mtunnel { [ Ûv ( L , t) +
D
2

Ûφcosφ]2 +

　　　[ Ûu ( L , t) -
D
2

Ûφsinφ]2 } +
1
2

J CM Ûφ2 (9)

式中 : Mtunnel为 SF T管段的质量 ; J CM为 SF T管段关

于质心的质量惯性矩。

结构的模型有 3个广义自由度 ,分别是 x、z 和
φ,对应的广义力分别是 f x ( z , t) 、f z ( z , t)和 fφ (φ,

t) ,因此外力虚功 W 的表达式为

δW =∫
L

0
[ f̂ tether

x ( z , t)δv + f̂ tether
z ( z , t)δu ]d z +

　　̂f tunnel
x ( t)δu ( L , t) + f̂ tunnel

z ( t)δv ( L , t) +

　　̂fφ(φ, t)δφ (10)

对于完整系统 , Hamilton原理的表达式为

δ∫
t2

t1

( T + W ) d t = 0 (11)

式中 : T为系统的动能 ;δW 为外力 (包含有势力)做

的虚功。运用分部积分法可以得到 SF T管段和锚

索的耦合运动方程为

　

ρA 0 v̈ - (ρI0 v̈′)′- [ EA 0 ( u′+
1
2

v′2 ) v′]′+

　　( EI0 v″)″= f̂ tether
x

ρA 0 ü - [ EA 0 ( u′+
1
2

v′2 ) ]′-

　　(ρf Af g -ρA 0 g) = f̂ tether
z

J cφ̈+
1
2

M tunnel D[ v̈ ( L , t) cosφ-

　　̈u ( L , t) sinφ] +
D
2

N 0 sinφ= f̂φ

(12)
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边界条件为

u(0 , t) = 0

v (0 , t) = 0

-ρI0 v̈′( L , t) - EA 0 [ u′( L , t) +
1
2

v′2 ( L , t) ]·

　　v′( L , t) + [ EI0 v″( L , t) ]′-

　　M tunnel v̈ ( L , t) -
1
2

M tunnel D (φ̈cosφ-

　　Ûφ2 sinφ) + f̂ tunnel
x = 0

- EA 0 [ u′( L , t) +
1
2

v′2 ( L , t) ] - Mtunnel ·

　　̈u ( L , t) +
1
2

Mtunnel D (φ̈sinφ+ Ûφ2 co sφ) +

　　N 0 + f̂ tunnel
z = 0

EI0 v″(0 , t) - kv′(0 , t) = 0

EI0 v″( L , t) = 0

(13)

式中 : J c 为管段关于 C点的惯性矩 ;变量右上方的

撇号代表对坐标 z 求导 ,变量上方的点号代表对时

间 t求导。式 (13)中第 1和第 2个边界条件说明锚

索底端 ( x = 0 , z = 0)的横向和轴向位移都被约束 ;

第 3 和第 4 个边界条件反映了锚索顶端 (锚索与

SF T管段的连接点)处力的平衡条件 ;第 5 个边界

条件是锚索底端的弯矩平衡条件 ;最后 1 个边界条

件说明锚索顶端不能承受弯矩的作用。

引入量纲一的变量珔u = u/ L ,珔v = v/ L ,珔z = z/ L ,

珋t =ωt ,其中ω为锚索的特征圆频率。则锚索的动力

学方程可用量纲一的量表示为

　　　

珡m 52珔v
5珋t2 -

5
5珔z ( J

53珔v
52 t5珔z

) -
5
5珔z { s2 [

5珔u
5珔z +

　　1
2

(5珔v
5珔z ) 2 ]

5珔v
5珔z } +

54珔v
5珔z4 =珚f x

珡m 52珔u
5珋t2 -

5
5珔z { s2 [

5珔u
5珔z +

1
2

(5珔v
5珔z ) 2 ]} =珚f z

(14)

从式 (14)可以看到 ,方程中耦合项的系数相同 ,

都是 s2 ,其表达式为

s2 =
L 2

I0 / A 0
(15)

式中 :s为锚索长度与其截面回转半径的比值 ,即锚

索的长细比。由此可知 ,锚索运动过程中 ,耦合项对

其运动的影响程度与锚索的长细比有关 ,当锚索长

细比 s很大时 ,方程中耦合项的作用不可忽略 ,当锚

索的长细比 s很小时 ,耦合项的影响可以忽略。

2 流体作用力

作用于单位长度锚索上的流体力可以用 Mori2
son方程计算[9 ]

　　F( z , t) = - CAρf Af R̈n + CMρf Af ÛUn +

　　　　CDρf router V
n
rel | V n

rel | (16)

式中 :上标 n代表变量对应于锚索法向的分量 ; R̈为

锚索的加速度 ; ÛU 为流体质点的加速度 ; V rel为流体

和锚索之间的相对速度 ; CA 为附加质量系数 ; CM 为

质量系数 ; CD 为拖曳系数。式 (16)中等号右端第 1

项是附加质量的作用力 ,第 2项是流体的惯性力 ,最

后 1项代表流体的拖曳力。锚索的速度和加速度向

量为

ÛR = Ûvi + Ûuk , R̈ = v̈i + ük (17)

式中 : i、k分别为 x、z方向上的单位向量。

流体质点和锚索之间的相对速度为

Vrel = (UC - Ûv) i - Ûuk (18)

式中 :UC 为水流速度。向量在锚索法向的分量可以

用向量与锚索切向量 l的 2次叉乘得到 ,即

R̈n = | l×R̈×l| , V n
rel = | l×Vrel ×l| (19)

在锚索的变形过程中 ,假定锚索的小倾角假设

始终满足 ,即有 v′ν 1始终成立 ,则其切向量可以表

示为

l = v′i + k (20)

把式 (17)～ (20)代入式 (16) ,得到作用于单位

长度锚索上的流体力为

f̂ tether
x ( z , t) = - CAρf Af ( v̈ - ü v′) +

　　CDρf router (UC - Ûv + Ûuv′) | UC - Ûv + Ûuv′|

f̂ tether
z ( z , t) = 0

(21)

将 SF T管段的位移式 (2)对时间求导得到管段

的速度和加速度表达式 ,代入Morison方程式 (16) ,

得到作用在管段上的流体力表达式为

f̂ tunnel
x = f tunnel

x = -
1
4

CAρfπD2 [ v̈ ( L , t) +

　　D
2
φ̈co sφ-

D
2

Ûφ2 sinφ] +
1
2

CDρf D[UC -

　　Ûv ( L , t) -
D
2

Ûφcosφ]| UC - Ûv ( L , t) -
D
2

Ûφco sφ|

f̂ tunnel
z = f tunnel

z = -
1
4

CAρfπD2 [ ü ( L , t) -

　　D
2
φ̈sinφ-

D
2

Ûφ2 cosφ] +
1
2

CDρf D·

　　[
D
2

Ûφsinφ- Ûu ( L , t) ]|
D
2

Ûφsinφ- Ûu ( L , t) |

f̂φ =
D
2

f tunnel
x cosφ-

D
2

f tunnel
z sinφ

3 算例分析

时域内求解 SF T 管段和锚索耦合动力学方程

组式 (12) ,采用具有二阶精度的中心差分法。目前
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世界上还没有建成一座 SF T ,因此计算实例只能参

考国外拟建 SF T 的设计参数[10 ] ,具体物理参数如

表 1所示。对锚索进行离散 ,单元长度Δz = 0. 1 m ,

此时经检验 ,当时间步长Δt小于10 - 5 s时 ,计算结

果是收敛的。
表 1 数值计算实例的物理参数

Tab. 1 Physical Parameters for Numerical Example

SF T外径 Do / m 23. 0

SF T内径 Di/ m 21. 0

SF T管段长度 L t / m 93. 2

淹没深度 h/ m 30. 0

管段重力 Gt / N 2. 631×108

锚索外径 do / m 1. 117 6

锚索壁厚 tw/ m 0. 038

锚索长度 L / m 260

锚索质量密度ρ/ (kg·m - 3) 7 800

锚索弹性模量 E/ Pa 2. 04×1011

地基弹簧常数 k/ [ kN·m·(°) - 1 ] 100

　　SF T每段管段长 93. 2 m ,有 4 对锚索对称约

束 ,每对锚索有 2 根 ,管段剩余浮力 1. 134 ×105

kN ,平均分配到各根锚索 ,每根锚索中的预张力为

14 175 kN。为了在本文模型中保持锚索中的预张

力与设计值相同 ,管段的质量和浮力只取其设计值

的 1/ 8。模型中仅考虑了 1根锚索对 SF T管段的约

束作用 ,实际上由于锚索的对称约束作用 , SF T 管

段的转动角要小于本文的计算值。

随着来流速度的不同 ,锚索可能会发生顺流向

的涡激振动或者横向的涡激振动 ,而涡激振动使锚

索在原有受力基础上叠加周期性载荷 ,有可能形成

高平均应力的疲劳过程 ,对结构的安全性有重要的

影响。在已有的研究中 ,主要针对横向涡激振动 ,而

忽略顺流向涡激振动对结构安全的影响。根据文献

[7 ] ,由于 SF T和锚索振动之间的耦合作用 ,顺流向

涡激振动的影响在 SF T的设计中必须考虑。

当锁频发生时 ,涡串在锚索上间隔的周期性泄

放 ,单位长度的脉动拖曳力可近似表示为涡串频率

的简谐函数 ,这种近似在涡串有定义的雷诺数范围

内成立。作用于锚索上的脉动拖曳力可以表示为

F′D =
1
2
ρdo U2

C C′D cos (2ωs t) (22)

式中 : C′D 为脉动拖曳力系数 ,可以取为 0 . 2 ;ωs 为涡

串频率。当减缩速度 V r = UC / ( f do ) = 3 . 2 时 ( f 为

锚索一阶横荡自振频率) ,顺流向涡激振动的振幅达

到最大值 ,此时 SF T管段和锚索的动力响应时间历

程曲线如图 4所示。

图 4 锚索发生顺流向涡激振动时 SFT的动力响应

Fig. 4 Dynamic Responses of SFT Under Occurence of

In2line Vortex2induced Vibration of Tether

均匀流作用下 ,SF T的锚索发生了顺流向的涡

激振动 ,锚索跨中点处的横荡频率等于其自振频率 ,

横荡位移最大值为 0. 185 m。由于有高阶振动模态

的激发 ,锚索的横荡振动曲线变得不光滑 ,出现了不

规则的“拍”,见图 4 (b) 。锚索跨中点的横荡功率谱

曲线[图 5 (a) ]中 ,除了一阶自振频率附近的峰值

外 ,频率为 0. 385 Hz的模态也被激发 ,振动频率等

于垂荡一阶自振频率 ,说明锚索的横荡和垂荡运动

之间存在着耦合作用。图 4 (c)中锚索的垂荡具有

良好的周期性 ,振动频率等于其一阶自振频率 ,垂荡

位移最大值为 0. 279 m。在锚索涡激振动的影响

下 ,SF T 管段的横摇高阶模态被激发 ,振动曲线变

得不光滑。

若不考虑顺流向涡激振动的影响 ,SF T管段和

锚索的动力响应如图 6 所示。由于水的阻尼力作

用 ,结构的横荡振幅逐渐减小 ,趋于一个稳定值 ,锚
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图 5 顺流向涡激振动时锚索跨中点的功率谱

Fig. 5 Power Spectral of Tether Midpoint Under

Occurence of In2line Vortex2induced Vibration

索跨中点的横荡时间历程[图 6 ( b) ]和功率谱曲线

[图 6 ( d) ]显示出 ,锚索的一阶横荡自振模态被激

发 ,但是由于水的阻尼作用 ,衰减很快。横荡和垂荡

之间的耦合作用 ,使频率为 0. 385 Hz的振动模态被

激发 ,该模态的振幅很小 ,衰减很慢。与图 4 ( b) 对

比可知 ,锚索的顺流向涡激振动对其横荡振幅影响

较大。锚索的垂荡仍然呈现出良好的周期性 ,振动

频率等于其自振频率 ,最大垂荡振幅与图 4 (c)基本

一致 ,说明顺流向涡激振动对锚索的轴向振动基本

没有影响。对比图 4 (a)和图 6 (a)可见 ,SF T管段的

横摇振动曲线变得光滑 ,高阶模态消失 ,说明锚索的

顺流向涡激振动会激发 SF T管段的横摇高阶振动

模态 ,使得管段的横摇响应幅值增加。

4 结 语

(1)在锚索动力响应过程中 ,轴向和横向振动的

耦合作用对其运动的影响与锚索长细比 s有关 ,若

长细比很大 (不小于 102 的量级) ,需要考虑耦合项

的影响。

(2)锚索的顺流向涡激振动对结构的横荡和横

摇响应有明显的影响 ,对结构的垂荡基本没有影响 ,

若不考虑锚索的顺流向涡激振动 ,会低估结构的横

荡及横摇响应幅值。

(3)本文中仅考虑了锚索发生顺流向涡激振动

图 6 均匀流作用下 SFT的动力响应

Fig. 6 Dynamic Responses of SFT Under Effect of

Uniform Current

的情况 ,锚索的横向涡激振动对结构动力响应的影

响是有待进一步研究的问题。
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