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[摘 　要 ] 　采用一种全新的摄动有限体积 (PFV) 算法和水平集 (Level Set) 技术对液液两相系统中液滴坠落进

行数值模拟 , 数值结果表明 , PFV 新算法具有节点少、精度高 , 效率高 , 编程方便等优点 , 能成功模拟液液两相

流动 , 为两相流动数值模拟提供了一种新的途径.
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0 　引言
随着计算机技术迅猛发展 ,数值模拟已经成为研究流体力学中各种流动现象的重要手段 ,它已和实验研

究、理论分析一起构成研究流体运动规律的三大基本方法. 自五六十年代以来 ,人们就在不断的探索快速、准

确和有效的计算方法和差分格式 ,力求使这些算法精确可靠、避免非物理解及人为参数影响、简单易操作以

及能适用于各种高低速流动. 目前在计算流体力学中比较流行的高精度、高分辨率的算法有 TVD , ENO ,

WENO ,NND 等 ,它们在解间断处有很高的分辨率 ,能有效地控制振荡 ;另一类以紧致格式为代表的算法 ,利

用导数项有效地减少使用的节点数. 近年来 ,又有一些新型差分算法出现 ,有代表性的算法有时空守恒的

CEΠSE
[1 ]方法、立方插值的 CIP

[2 ]方法以及由玻尔兹曼方程的思想出发的BGK
[3 ]格式. 这些算法各有其自身特

点 ,能很好地模拟复杂流动 ,有力地推动了计算流体力学的发展.

摄动有限差分方法[4 ] (PFD)与 CEΠSE ,CIP 和 BGK等算法一样 ,是近年来提出的与过去流行的算法在思

路上和构造形式上完全不同的一种新算法. PFD 方法的基本思想是利用数学中的摄动概念构造差分格式 ,它

扩充了差分离散的概念 ,既离散微商项 ,又离散非微商项 (包括微商系数和源项) . 对微商项直接采用差分近

似离散 (对流项一般采用迎风差分 ,扩散项采用二阶中心差分) ,对非微商项 (包括微商项的系数)摄动展开成

空间步长的幂级数 ,并得到摄动展开后的修正方程 ,通过消除它的截断误差项的系数来获得所需的摄动有限

差分格式. 在摄动展开后 ,如果舍去摄动后的修正方程三次以后的幂 (含三次) 则得到二阶精度的 PFD 差分

格式 ,舍去摄动后修正微分方程四次以后幂则可得到三阶的 PFD 差分格式 ,依次类推 ,原则上可得到任意高

阶的 PFD 差分格式.

摄动有限体积[5 ,6 ] (PFV)算法是由摄动有限差分算法发展而来的一种高精度算法. PFV 方法的基本思想

和 PFD 方法一样 ,把质量通量和源项以网格间距为小参数摄动展开成幂级数 ,不同的是幂级数的系数是利

用空间分裂技术 ,并利用对流通量和扩散通量之间的关系得到 PFV 格式.

PFV 算法既不同于多节点的其它高精度差分算法 ,也不同于三节点紧致格式算法. 它节点少、精度高 (一

般只需要三个节点 ,而能得到很高精度) 、形式简洁、计算效率高.

预测化工系统中液滴的喷发或坠落过程对各种化工过程应用都非常重要 ,如液液萃取 ,气体吸附等. 要

准确预测系统中液滴群的运动和传质过程 ,最基本的出发点就是对单个液滴的流体力学行为的预测. 同时 ,

对单个液滴流体力学行为的准确把握为我们提供了一个理解更为复杂的实际多相流系统的基础. 液滴运动

规律的研究越来越受到国内外的关注 ,虽然理论方法和实验手段都取得了一定的进展 ,但仍有其本身的局限
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性. 随着 CFD 的发展 ,数值模拟成为探索液滴运动规律的重要手段. Rallison 和 Acrivos
[7 ]首先将边界积分方法

应用于液滴变形数值模拟 ,该方法的主要优点是使用势函数将二维问题降为一维问题 ,精度比较高 ,但由于

其数值稳定性较差 ,只能用来模拟变形不大的液滴运动. 由 Hirt 和 Nichols
[8 ] 提出的 VOF 方法被广泛用于两

相流的数值模拟中 ,流体体积分数概念的引入大大简化了捕捉界面的计算 ,然而由 VOF 只能得到控制单元

中的流体体积分数 ,要得到物质界面还需要进行界面重构 ,不同的重构方法会有不同的效果. Osher 和

Sethian
[9 ]提出的水平集 (Level set)方法是目前处理、追踪物质界面效果较好的一种方法 ,通过引入水平集函

数的概念自动捕捉界面的拓扑变化 ,在处理复杂结构变化方面优势明显.

本文采用 PFV 算法 ,并结合Level Set 方法 ,对化工系统中液液两相系统问题进行数值模拟 ,精确地捕捉

两相流动中的界面信息. 并以典型的液滴的坠落过程为例 ,得到了液滴的坠落过程中界面变形和分裂的全过

程. 数值模拟和已发表论文结果十分吻合 ,证实了采用摄动有限体积新算法数值模拟液液两相系统中液滴的

坠落过程是成功的 ,为两相流动的数值模拟提供了一种新途径.

1 　摄动有限体积算法
PFV 算法是由 PFD 算法发展而来的一种全新的高精度算法. 通用变量的不可压流体力学方程组积分形

式为

∫
S

ρ<u ·nd s =∫
S

Γ Δ<·nd s +∫
Ω

qd v , (1)

其中 <为输运变量 ,它们是流动速度分量、质量、温度和能量等 ,ρ为密度 , u 为速度矢量 ,Γ为扩散系数 , q

为源项 , S 和Ω分别为控制单元表面积和体积.

图 1 　控制单元 jf 表面示意图

Fig11 　Surface of control cell jf

图 1 为摄动有限体积算法控制单元示意图 , P 和 jf 为

控制单元的中心节点和某一表面 ,J 为控制单元表面数目 ,

其中 j = 1 ,2 , ⋯,J . 对二维问题 ,当 J = 3 和 4 时 ,分别表示

控制单元为三角形单元和四边形单元.

假定控制单元中心节点 P 与相邻控制单元中心节点

Pj 的连线近似垂直于 jf 面 ,并记 mjf 为通过 jf 面的质量通

量. <p 表示 <在控制单元中心 P 点的值 , <jp是相邻的控制

单元中心 Pj 点的值 , Sj 是 jf 的面积矢量 ,它的指向从 P 到

Pj , dj 为从 P 点到 Pj 点的矢量 ,δ为距离因子 ,表示 Pj 点

到 jf 面的距离与 dj 长度的比值 ,对于均匀网格 ,δ= 1Π2. Ω

为控制单元体积. 积分方程 (1) 的 ( N + 1) 阶迎风 PFV 格式

如下 :

∑
J

j = 1

1
Gj

Γ
| dj | 2 dj ·Sj - min ( mjf Gj ,0) <jp -

Γ
| dj | 2 dj ·Sj + max( mjf Gj ,0) <p + qpΩ = 0 , (2)

其中

Gj = ∑
N

n = 0

1
( n + 1) !

d
n
j

Γn
S

n
j

m
n
jf [ sign ( mjf ) ]

n
, (3)

sign ( mjf ) =
+ 1 , mjf > 0 ,

- 1 , mjf < 0.
(4)

　　迎风 PFV 格式无条件满足对流有界准则 ,绝对稳定. 该格式具有很好的鲁棒性 ,可以计算 Re 在 10～10
4

之间的粘性不可压流动. 迎风 PFV 格式的另一个突出特性就是格式中不包含距离因子δ(图 1) ,即 P 点到 jf

面的距离与 Pj 点到 jf 面的距离相等 (δ= 1Π2) 和不相等 (δ≠1Π2) 都为同一个公式. 考虑到在非结构网格或者

混合网格情况下 ,δ往往不等于 1Π2 ,因此迎风 PFV 格式有很强的实用性.
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2 　算法验证
本文以含有奇点的顶盖驱动的方腔流动为例验证 PFV 算法. 方腔流动是不可压粘性流动的典型二维算

例 ,在正方形腔体上方有流体通过 ,研究流体进入方腔后趋于稳定的流动. 其中左右和下边界为固壁 ,上方流

体的流速为 110. 本文求解不同 Reynolds 数下的方腔流动 ,并与 Ghia[10 ] 等的结果进行比较. Ghia 采用涡量 -

流函数方法结合多重网格方法计算不同 Reynolds 数的方腔流动 ,给出了空腔中心线上的速度分布数据及流

线图、等涡量图等数据. 该文的结果后来被广泛引用 ,因此具有比较高的可信度.

本文以 6 阶迎风 PFV 格式分别计算了 Reynolds 数为 100 和1 000的情况 ,不同 Reynolds 数稳态流场流线

如图 2 和图 3 所示.

图 2 　Re = 100 时流线 (100 ×100 网格)

Fig12 　Streamline as Re = 100 (100 ×100 grid)

图 3 　Re = 1 000 时流线 (200 ×200 网格)

Fig13 　Streamline as Re = 1 000 (200 ×200 grid)

　　图 4～7 给出方腔垂直中心线上的水平流速分量和水平中心线上的垂直流速分量的分布并与 Ghia 的结

果进行比较. 从图中可以看出 ,无论是 Re = 100 还是 Re = 1 000 ,PFV 结果都和 Ghia 的结果吻合的很好. 说明

迎风 PFV 格式能够高精度模拟不可压缩粘性流动.

图 4 　垂直中心线上的水平速度分布 ( Re = 100)

Fig14 　Horizontal velocity on vertical center line ( Re = 100)

图 5 　水平中心线上的垂直速度分布 ( Re = 100)

Fig15 　Vertical velocity on horizontal center line ( Re = 100)

3 　物理问题和控制方程
考虑浸在溶液中的单个液滴 ,液滴与溶液互不相溶 ,如图 8 所示. 液滴初始静止 ,由于液滴密度大于外部

溶液密度 ,液滴将由静止开始坠落.

假设圆形液滴初始半径为 r ,方腔宽度为 9 r、高为 18 r. 重力加速度为 g ,作用在 y 轴负方向. 溶液的密度

和粘性系数分别为ρ1 和μ1 ,液滴的密度和粘性系数分别为ρ2 和μ2 ,界面上表面张力系数为σ. 方腔左、右
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图 6 　垂直中心线上的水平速度分布 ( Re = 1 000)

Fig16 　Horizontal velocity on vertical center line ( Re = 1 000)

图 7 　水平中心线上的垂直速度分布 ( Re = 1 000)

Fig17 　Vertical velocity on horizontal center line ( Re = 1 000)

及底部是固体壁面 ,顶部开口 ,不考虑与固壁接触的表面张力.

图 8 　液滴初始状态

Fig18 　Initial position of a drop

　　液滴在重力作用下从静止开始坠落. 本文采用连续表面力模型[11 ] (CSF) 结合 Level Set 方法计算表面张

力. 液液不相溶的两相流动的无量纲、非定常、不可压流体力学方程组分别表示如下 :

连续性方程

9 ui

9 x
+

9 vi

9 y
= 0 , (5)

　　动量方程

9 ui

9 t
+

9 ( u
2
i )

9 x
+

9 ( ui vi )
9 y

= -
1
ρ

9 p
9 x

+
μ

ρRe
92

ui

9 x
2 +

92
ui

9 y
2 -

k (φ)δ(φ)
ρWe

9φ
9 x

, (6)

9 vi

9 t
+

9 ( ui vi )
9 x

+
9 ( v

2
i )

9 y
= -

1
ρ

9 p
9 y

+
μ

ρRe
92

vi

9 x
2 +

92
vi

9 y
2 -

g
Fr

-
k (φ)δ(φ)

ρWe
9φ
9 y

, (7)

其中 i = 1 ,2 分别代表溶液和液滴 , ui ,ρi ,μi 为溶液和液滴的速度、密度和粘度. 若取 U = ( gr) 1Π2 ,L = r 和溶

液的ρ1 ,μ1 作为无量纲特征参数 ,则系统的无量纲参数分别为 Re =
ρ1 g

1Π2
r

3Π2

μ1
, Fr = 1 , We =

ρ1 gr
2

σ , ρ=
ρ
ρ1

,

μ=
μ
μ1

. 方程 (6) , (7) 中的最后一项 k (φ)δ(φ)
ρWe

9φ
9 x

和

k (φ)δ(φ)
ρWe

9φ
9 y

表示液液界面张力[11 ]
,其中的φ为处

理界面的Level Set 函数 , k = Δ·

Δφ
| Δφ|

为界面曲率 ,

δ(φ)为 delta 函数 ,δ(φ)只在界面处存在 ,离开界面后

δ(φ) = 0.

本文引入Level Set 函数φ来追踪界面 ,液滴和溶

液界面上φ= 0 ,液滴内部φ< 0 ,液滴外部φ> 0.

追踪界面变化过程 ,函数φ需满足方程

dφ
dt

=
9φ
9 t

+ u · Δφ = 0. (8)

　　为了方便 ,引入表面张力 CSF 模型 ,为避免在界面

处的数值振荡 ,对界面附近的密度和粘性系数进行适

当光滑. 定义 Heaviside 函数
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H(φ) =

0 , if φ < - ε,

1
2

1 +
φ
ε +

1
πsin

πφ
ε , if | φ | < ε,

1 , if φ > ε,

(9)

其中ε为光滑带宽度 ,一般取ε= 1 - 115Δd .

由此 ,密度和粘性系数光滑为

ρε(φ) = λρ + (1 - λρ) H (φ) , (10)

με(φ) = λμ + (1 - λμ) H (φ) , (11)

其中λρ = ρ2Πρ1 , λμ = μ2Πμ1 为液滴与溶液的密度比和粘性系数比.

Delta 函数可由 Heaviside 函数求导得出 ,

δ(φ) =
d H (φ)

dφ =
1

2ε
(1 + cos(

πφ
ε ) ) , if | φ | < ε,

0 , otherwise.

(12)

4 　计算结果和分析
411 　中心单液滴坠落过程

首先计算了液滴初始位置为 (415 ,1615)的中心单液滴坠落过程. 液滴与溶液的参数为λρ = 11125 ,λμ =

50 , Re = 100 , We = 50. 计算在 90 ×180 均匀网格中完成.

液滴坠落过程中不同时刻的形状变化如图 9 (a)所示. 液滴从静止开始坠落 ,随着时间的增加 ,液滴变形

越来越大 ,在接近底部时甚至发生断裂. 计算结果清晰地看到 ,随着液滴的下落 ,液滴逐渐被压扁. 当液滴底

部到达 y = 5 左右时 ,液滴左右两端开始向下弯折. 图 9 (b) 为液滴坠落过程中接近底部时流场速度矢量图 ,

可以清晰的看见液滴下降过程中激起的涡. 图 10 为文 [ 12 ]给出的计算结果. 比较图 9 和图 10 可以看出 ,两

者十分吻合 ,而且无论是界面追踪 ,还是数值结果 ,显示出本文算法有很高的计算精度 ,计算的细节更清晰.

如在相同网格 (文[12 ]为 97 ×183)情况下 ,文[12 ]的液滴在接近底部时液滴中部细到一定程度就立即发生了

断裂 ,这种断裂势必造成质量损失和求解精度下降 ,而采用本文算法计算时 ,虽然到达该位置时液滴的中部

连接非常细 ,但并没有立即断裂 ,继续下降一段后才断裂开来 ,说明本文算法的计算精度是很高的.

图 9 　初始位置在 (415 ,1615)的中心单液滴坠落过程

Fig19 　A falling droplet in the center

region with initial position (4. 5 , 16. 5)

图 10 　文[12 ]的计算结果

Fig110 　Numerical result in Ref. [12 ]
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412 　表面张力对液滴的影响

韦伯数 ( We = ρ1 gr
2Πσ)是表征惯性力与表面张力比值的无量纲参数 ,直接体现了表面张力的相对大

小. 为了说明韦伯数对液滴坠落过程影响 ,本文计算了不同韦伯数时的液滴变形情况. 液滴初始位置仍为

(415 ,1615) ,λρ = 11125 , λμ = 50 , Re = 100 保持不变 ,韦伯数分别为 We = 200 和 We = 20.

液滴坠落过程中不同时刻的形状变化如图 11 所示. 可以看出 ,韦伯数对液滴变形的影响很明显. 当 We

= 200 时 ,液滴首先被压扁 ,在坠落到 y = 9 以下时 ,液滴中部越来越细 ,已被明显“拉长”,坠落到 y = 6 以下

时 ,液滴两端开始向下弯折并在大约 y = 5 的地方发生断裂. 当 We = 20 时 ,液滴变形较小 ,当坠落到大约 y =

7 时 ,液滴被压扁 ,以后形状基本保持不变坠落至底部. 这也说明了表面张力越大液滴越容易保持形状稳定 ,

表面张力越小 ,液滴形状越难保持 ,越容易随着流动变形.

图 11 　不同 We 条件下中心单液滴坠落过程中的变形

Fig111 　Shapes of a falling droplet in center region with different We

413 　双液滴坠落过程

图 12 　对称双液滴坠落过程

Fig112 　Two symmetrical falling droplets

首先计算对称双液滴同时坠落的情况 ,液滴与溶

液的参数为λρ = 11125 , λμ = 50 , Re = 100 , We =

50. 两液滴初始位置为 (115 , 1615)和 (715 , 1615) .

液滴坠落过程中不同时刻的形状变化如图 12 (a)

所示 ,开始坠落时 ,液滴在壁面阻力的作用下被推向中

心 ,相互靠近 ;而液滴之间的相互作用又使两液滴相互

分离. 于是液滴在壁面和滴间交替主导作用之下摆动

坠落. 图 12 (b) 为对称双液滴坠落过程中接近底部时

流场中的流线图 ,可以发现在坠落过程中激起的 5 个

涡对.

双液滴对称分布只是一种特例 ,大部分时候液滴

会呈非对称分布 ,因此本文改变右边液滴的位置 ,重新

计算了它们坠落的过程.

图 13 (a) 为液滴初始位置分别为 (115 , 1615) 和

(715 , 1515) 的双液滴坠落过程 ;图 13 (b) 为液滴初始

位置分别为 (115 , 1615) 和 (615 , 1615) 的双液滴坠落

过程. 与对称双液滴坠落相比 ,图 13 (a)中由于液滴水平位置 ( x 坐标)没有发生变化 ,液滴仍将受到与对称液

滴坠落类似的壁面和滴间作用力交替主导作用 ,液滴摆动坠落 ,同时 ,由于右边液滴垂直位置 ( y 坐标) 发生
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变化 ,坠落过程不再对称 ,由于双滴之间的相互作用 ,下面的液滴会加速上面的液滴坠落 ,上面的液滴则会减

缓下面液滴的坠落 ;图 13 (b)由于右边液滴的水平位置 ( x 坐标) 向中心偏移 ,作用在该液滴上的壁面作用力

相对下降 ,导致右边液滴的摆动振幅明显减小 ,左边液滴位置不变 ,仍保持摆动状态. 图 14 给出了两种情况

下液滴坠落到接近底部时的流线图 ,此时激起的涡已显得杂乱无章.

图 13 　非对称双液滴坠落过程

Fig113 　Two non2symmetrical falling droplets

图 14 　非对称双液滴坠落过程中的流线

Fig114 　Streamlines of two non2symmetrical falling droplets

5 　结论
本文采用了一种全新的摄动有限体积算法 ,结合Level Set 技术对化工系统的液液两相系统中液滴的坠

落过程进行数值模拟 ,精确地捕捉到了液滴的坠落过程中界面的变形和断裂过程. 数值结果和已发表论文的

计算结果十分吻合 ,显示出本文的算法有很高的计算精度 ,计算的细节更清晰. 证实了采用摄动有限体积新

算法数值模拟液液两相系统中液滴的坠落过程是成功的 ,为两相流动的数值模拟提供了新的途径. 本文对不

同参数对坠落过程的影响以及双液滴坠落过程也进行了计算和分析 ,计算结果对化工系统物质传输过程有

一定的指导意义.
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Perturbation Finite Volume Method and Application in Two2phase Flows

DONG Hefei , 　ZHANG Deliang , 　YANG Guowei

(LHD , Institute of Mechanics , Beijing 　100190 , China)

Abstract : 　Droplets in liquid2liquid two2phase flow are simulated by a perturbation finite volume ( PFV) method and Level Set technique.

Numerical results show that the PFV scheme has advantages in fewer nodes , high accuracy and efficiency. It facilitates programming. PFV

scheme successfully simulates liquid2liquid two2phase flows.

Key words : 　perturbation finite volume ; two2phase flow ; falling droplet ; numerical algorithm

Received date : 　2008 - 07 - 16 ; Revised date : 　2008 - 12 - 10

468 计 　　算 　　物 　　理 第 26 卷 　


