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边坡稳定性分析极限平衡法的简化条件

黄梦宏 丁桦

中国科学院力学研究所
,

北京

摘要 边坡稳定性分析极限平衡法在求解安全系数时
,

需要对条块间内力引入假定条件或者某些平

衡条件得不到满足
。

分析这些不同的假设条件对于计算结果的影响
,

建立一个满足极限平衡原理和

合理性条件的数值优化模型
。

引入载荷系数
,

利用载荷系数与安全系数之间的单调关系
,

将模型的

求解转化为求解一系列线性规划问题
,

算法中不存在数值收敛问题
,

并且可以求出安全系数的全局

最优解
。

通过对模型各个约束条件的变化来模拟引入的假定条件
,

以此探讨各种假定条件或静力平

衡条件的缺失对计算结果影响及某些常用方法引入的假定条件可能带来的误差
。

关键词 岩土力学
,

极限平衡
,

载荷系数
,

假定条件

引言

边坡稳定分析的极限平衡法是土力学中的一个经典领域
。

这种方法以 强度

理论为基础
,

将滑坡体分成若干垂直土条
,

求解安全系数
。

该方法主要包含两条基本法则

每个条块满足静力平衡条件 每个条块在滑动面上满足 准则
。

但是通过这

些基本法则所建立的方程组是静不定的
,

无法通过其直接求出边坡安全系数
,

因而在极限平

衡法中直接对某些多余的未知量作出一定的假定
,

使问题变成静定可解
。

对多余未知量进行

假定的具体方案可 以是多种多样的
,

但是也并不是完全任意的
,

它必须使计算结果符合土和

岩石的力学特性
。

为了避免引入假定的随意性
,

目前被普遍接受的合理性条件是 沿着条

块两侧垂直面上的剪应力不能超过在这个面上所能发挥的抗剪强度
,

即条块间的内力不能违

反 准则 条块之间不产生拉应力 ’。

认为满足全部平衡条件的方法 如 法
、

法 在任何情况下都是

精确的
,

并且计算成果相差不超过 口〕则认为当不考虑条块间内力假定条件不同时
,

这些方法 如 法
、

法
,

飞
一

法 的计算结果差距不超过 但是

这些观点都没有经过严格的检验并且有一定差异
,

那么在满足全部平衡条件下各种方法的计

算结果差距究竟有多大就成为一个值得研究的问题
。

和 阵 认为
,

在满足合理性条件的限制下
,

对条块间的力进行

不同假定所计算出来的安全系数结果差别微小
。

但是不同的条块间内力假定及引入的合理性

条件会对计算结果产生多大影响作用却没有得到充分的研究
。

除此之外
,

某些 “ 不严格
”
的

条分法
,

如 法 和不平衡推力法 , 等
,

并不完全满足静力平衡条件
,

这些简化因素会

对计算结果造成多大影响也是值得研究的问题
。

另外
,

邹广电 “ 从塑性力学理论出发提出了

一种满足静力平衡条件和合理性条件的改建条分法
,

将安全系数的求解归结为一个极其复杂

的大规模非线性规划
,

然后采用模拟退火算法求解
。

但是对于大规模的非线性规划问题
,

至

今没有成熟的算法能够给出全局最优解
。

本文将对上述这些问题进行探讨
。

本文建立 一 个以极限平衡基本法则和合理性条件为约束条件的数值优化模型
,

通过对这
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些约束条件的不同组合来计算安全系数的取值范围
,

探讨它们之间的相对变化规律
,

从而了

解某些假定条件和简化方法对计算结果的影响
,

评估一些常用方法可能造成的误差
。

基本原理

边坡稳定性分析问题的实质是求解边坡在外载荷和重力共同作用下
,

滑动面上及条块间的

未知力
,

如底滑面上的法向力
‘ 、

切向力只及条块间法向力
,

和切向力艺等
,

以及滑动面

上的安全系数
,

任意边坡示意图如图 所示
。

赚沙
拟

图 任意边坡示意图

由于导致边坡发生破坏的因素较多
,

因而在本文中主要考虑在 自重及外载荷作用下
,

边

坡发生失稳破坏的稳定性计算
。

类似于一般做法
,

本文定义某一滑动面的安全系数 为该滑

动面的抗剪强度与实际剪切应力的比值
,

其物理意义是指当滑动面上的抗剪强度降低为原来

的兄二 倍 兄通常称之为强度折减系数 时
,

滑动面处处达到极限平衡状态
,

此时滑坡体所

受到的外载荷如重力等即为使该滑坡体发生破坏的极限载荷
。

但条间力的不同假设会导致不

同的结果
,

确定边坡稳定性分析中安全系数在不同假设下的上
、

下限自然成为本领域关注的

问题
。

在不对条块间内力进行假设的前提下
,

本文可以建立条分法所需满足的约束条件

静力平衡条件 每个条块的 和 方向的力的平衡条件
,

这组约束条件为 个线性

的约束条件
,

为划分的条块数
。

各个条块在其底滑面上必须满足 准则
,

其形式为

阵卜
, , ,

‘ , ‘一 , ,

一

式中 只
,

从
, ‘ ,

毛和 尹
,

分别为该条块的底滑面上的切向力
、

法向力
、

勃聚力
、

条块滑动

面的长度和摩擦角
,

如图 所示
。

条块间内力不违反
一

屈服条件
,

其形式为

】‘ ,

气
,

妈 ‘一 , ,

一 一

式中
‘

为该条块右侧面高度
。

条块间及滑裂面上不能有拉应力
。

边坡稳定性问题就归结为在约束条件 一 下来求解给定滑裂面的最大或最小安全系数
。

但是在约束条件
,

中由于安全系数 和力只
,

都是未知的
,

因而其均为非线性约束条
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件
,

这导致方程的求解是极其困难的甚至是不可能的
。

其中的关键问题之一是

条件中的只
,

和 之间的关系是非线性的
。

为解决该这一问题
,

本文利用一系列线性规划

来求解原非线性规划问题
,

通过由线性规划定义的载荷系数极值随安全系数的变化函数来确

定出边坡安全系数的上
、

下限
。

引入载荷系数
,

并作如下定义

当边坡受外载荷作用
,

且该外载荷是导致边坡发生破坏的主要因素时
,

载荷系数 表

示边坡所受外载荷的缩放系数
。

当边坡没有受到外载荷作用
,

但是可能在重力的作用下发生破坏
,

此时将载荷系数

其定义为坡体密度的缩放系数
。

即假设作用于坡体的重力是真实情况的 倍
。

因此载荷系数

表示引起边坡发生破坏的载荷的缩放系数
。

在此基础上
,

构造 个自变量为安全系数 的函数
,

即

哪

嗯

式
,

中
,

等式右端的极值是在给定安全系数 的条件下
,

对所有满足约束条件 卜 的

滑动面反力只
, ‘

及条块间内力 和
艺

的分布取极值
。

对于给定的安全系数
,

约束条件

卜 都是线性的
,

但由于问题是不静定的
,

通过

这组约束条件仍无法求出与之对应的载荷系数
,

但是可 以求出相应的载荷系数的最大值和最小值

和
。 。

因此式
,

此时的含义是 当某

一边坡滑动面上的安全系数为 的时候
,

即边坡

滑动面的强度为原有强度的 倍
,

此时边坡所能

承受的外载荷 或重力载荷 与作用于边坡的真实

载荷 或重力载荷 之比的最大值或最小值
。

由于安

全系数 是己知的
,

因而这是 个线性规划问题
,

采用现有的一些算法
,

如单纯形方法可以有效地进

行求解
。

于是当给定某一安全系数 时
,

就可以

相应的求出 和
。

给定一系列安全

系数 时
,

就可以由此作出相应的
。

一 曲线

和 一 曲线
,

如图 所示
。

。

图 一 曲线

值得注意的是
一

曲线是单调递减的
,

其原因在于定义的外载荷是使边坡发生破坏的主

要原因
,

因而随着外载荷的增加边坡趋向于不安全
,

即安全系数逐渐减小
,

直至边坡发生破

坏
。

本文定义
。

和
、

分别为

当边坡承受的外载荷与作用于边坡的真实载荷之比的最小值和最大值等于 时
,

此时所

对应的安全系数分别为边坡的最小
、

最大安全系数
。

因此在满足约束条件时
,

边坡安全系数

的取值范围为
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戈
。 三 丛戈

对于常用的某些条分法
,

如果只满足条块间力平衡
,

而不满足整体力矩平衡
,

如不平衡

推力法
、

简化 法和工程师团法等
,

或者是在算法中不能保证计算出来的内力结果满足合

理性条件的 法【” ”’〕,

均为对约束条件的放松
,

只满足约束条件中的部分条件
,

其计

算结果必然会导致计算结果发生某些变化
,

产生一定的误差
。

数值模型

由上述的分析可知
,

求解某一潜在滑动面的安全系数问题的上
、

下限可以转化为求解一

系列的线性规划问题
。

本文将首先让来具体构造
。

和
、 。

线性规划模型

考虑如图 所示的边坡
。

对于给定的安全系数
,

按照传统条分法将坡面划分为 个条块
,

将坡体作为一个整体考虑
,

现在未知量总共有 一 个
,

即 个滑动面上的剪切力只
,

个滑

动面上的法向力从
, 。一 个条块间的法向力

, , 。一 个条块间的切向力 及载荷系数
,

已

知量为每个条块的重力班
、

每个条块底面与水平方向的夹角
, 、

条块底面长度
,

和侧面高度

气
。

这里只对外载荷是边坡破坏的主因这种情

况来建立约束条件
,

当重力是边坡破坏的主要

因素时可以类推
,

结合约束条件有

静力平衡条件

① 每个条块的 方向静力满足平衡方程
,

即

月 “试 一 从 钱 一啊
、 戈

一 , 一戈

② 每个条块的 方向静力满足平衡方程
,

月 俄 从 一叫
另 一耳 丫二

③ 整体力矩平衡方程

设 只和 从 的合力作用点的位置假定为该

条块上滑动面中点
,

其坐标为
, , , ,

班的

方向通过底滑面中点
, 、 和 、

的作用点位置

为
,

少
,

如图 所示
。

现在对坐标原点 。

取力矩平衡 如图 所示
,

可得

图 条块受力示意图

艺月
‘ 一 从

, 戈 一

艺月 从
, 一 斌 戈 一

艺 邵
,

, 艺 弘对一

条件的满足

各条块滑动面上
,

其受力应该满足 条件
,

即
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月 二

‘ , ‘ ‘

, ,

⋯
,

式中
, ,

毛和矶 分别为第 条块的乳聚力
、

滑动面的长度及摩擦角
。

合理性条件

条块间剪切力琴和法向力
,

不违反 条件
,

即

以
式 丛

一
二 , ,

⋯
, 一

式中
,

为条块侧面高度
。

同时
,

条块的底滑面和相邻条块之间的界面不出现拉应力

、卜

从戈一一

这样对每一个给定的安全系数
,

在 卜 的约束条件限制下
,

本文就可以通过线性规

划求出载荷系数 的最大值 和最小值
。 。

通过计算一系列的安全系数 所对应的载荷

系数极值 和
。 ,

就求出相应的 和
。

关系
。

一旦得到上述载荷系数极值与

安全系数的对应关系
,

由于其均为单调递减的关系
,

因而很容易求出

、几,
,

一

要求解最小
、

最大安全系数
。

和
、 。

最简便的方法就是在一定步长下递增安全系数
,

直到载荷系数小于
,

而后通过在前后 个 值间进行二分法
,

最终得到满足精度的解
。

约束条件分类

利用上述建立的线性规划模型
,

就可以探讨条分法中引入的假定条件和某些静力平衡条

件的缺失对于计算结果的影响
,

判断哪些约束条件对于计算结果影响大
。

在这种情况下
,

就

可以知道不应该对某种约束条件进行假定或者简化
。

下面对约束条件进行简单的分类
,

本文将

对以下三类情况进行计算

作为对 比
,

需要了解在完全满足约束条件 一 时
,

边坡安全系数的取值范围为
。 ,

。

为探讨条块间内力假定条件和静力平衡条件缺失对计算结果的影响
,

必须了解约束条

件 卜 中的每一项可能对计算结果造成的影响
,

及相应的安全系数上
、

下限的变化规律
。

探讨一些常用的极限平衡方法对约束条件 一 的取舍
,

即简化某些约束条件的组

合
,

对计算结果造成的影响
,

如 ① 满足约束条件
, ,

即满足极限平衡原理
,

但是没有检

验是否满足合理性条件
,

以此对应的是 法 ② 仅满足条块
,

夕方向力的平衡条件和

滑裂面上 卜 条件
,

对应于不平衡推力法
、

简化 法
、

工程师团法等
。

算例分析

利用前面建立的模型和对约束条件的分类
,

本文对边坡单独受外载荷和单独受到重力载
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荷这 种情况分别进行讨论
,

以下利用 个算例进行具体分析
。

算例

取算例 进行计算
,

即引起边坡发生破坏的主要因素是外载荷
。

如图 所示为一无重力

承受垂直载荷的边坡
,

摩擦角尹
’ ,

薪聚力 。 廿
,

容重 叼
。

边坡的滑动

面由对数螺旋线 和两条直线段
、

组成
,

其中对数螺旋线 的中心角为
。 。

据滑

移线理论可得极限载荷为 沙
,

此时安全系数滑移线理论解
。

算例

算例 为一边坡
,

如图 所示
。

其滑动面为一圆弧
。

摩擦角尹
’ ,

勃聚力 。 沙
,

容重
。

二

“

‘

分旦鲜一

图 算例 示意图

冠 田盯

图 算例 示意图 单位

比 山

根据前面对约束条件的分类
,

计算结果如下

考虑各种约束条件

, 满足约束条件《卜 的情况

在完全满足约束条件 一 的情况下
,

个算例的计算结果分别如图
,

所示
。

由图
,

可知
,

无论是在求安全系数极大值还是极小值时
,

个算例的载荷系数 和安

全系数 之间的变化规律都是单调递减的
。

算例 计算出来的最大安全系数 和最小安全

系数了面 相差 左右
。

算例 的最大
、

最小安全系数则非常接近
。

这说明在满足合理性条

件的限制下
,

利用极限平衡法的框架下计算出来的安全系数仍然有可能会产生比较大的差距
。

因此认为
“ 不同的关于土条作用力的假定

,

只要满足合理性条件限制
,

相应的安全系数彼此

差别不大
”
的观点值得商榷

。
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八
’气 ,

、

匕⋯二︸
。

场
一

叫
‘一 ’

甲

一以 刀

卜习洲乃如乃么卜卜让住住

图 算例 完全满足约束条件的载荷系数

安全系数曲线
一

图 算例 完全满足约束条件的载荷系数

安全系数曲线
一

单独放松某些约束条件

单独放松某些约束条件对计算结果的影响
,

在此分 种情况进行讨论

在满足合理性条件的限定下
,

每一项静力平衡条件对计算结果的影响
,

计算结果如表
,

所示
。

表 算例 放松静力平衡条件计算结果

条件
、

处

注
“ , ,

表示上限可以任意大 表示当不要求条块满足 方向平衡

条件时的计算结果 表示当不要求条块满足 方向平衡条件时的计算结果

表示当不要求满足整体力矩平衡条件时的计算结果
。

下同
。

表 算例 放松静力平衡条件计算结果

条件

由表
,

的计算结果可知
,

在满足合理性条件的前提下

① 条块
,

方向的静力平衡条件对于计算结果是至关重要的
,

对静力平衡条件进行放松

将会导致计算结果的变化范围急剧扩大
,

因而可能会产生错误的计算结果
,

任何简化方法都
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不应当忽略
。

② 满足合理性条件
,

单独不满足整体力矩平衡条件对计算结果仍然会产生比较大的影

响
,

就影响趋势而言
,

整体力矩平衡条件更容易使得安全系数计算结果向小的方向偏离
。

满足静力平衡条件和底滑面满足 条件的限定下
,

每一项合理性条件对

计算结果的影响
,

计算结果如表
,

所示
。

表 算例 放松合理性条件的计算结果

条件
、

名

石

注 表示当不要求条块间法向力戈 的条件时的计算结果 热表示当不要求条块

间的内力关系满足 法则时的计算结果 表示当不要求条块底面法向力

的条件时的计算结果
。

下同
。

表 算例 放松合理性条件的计算结果
·

条件

由表
,

的计算结果可知
,

在条块满足条块静力平衡和滑裂面满足
一

条件

下

条块间是否产生拉应力条件对计算结果几乎没有影响
。

此时 个算例的条块间内力

戈 的分布如图
,

所示
。

图
,

中的横坐标表示第 个条块和第 个条块之间的戈 力
,

纵

坐标表示受力的大小
。

条块编号顺序从坡脚至坡顶
,

这 个分布都是对应于
、

的情况
,

,。

的情况与之类似
。

由图
,

可知
,

当不要求条块间法向力 价 时
,

利用函数 和 所定义的

线性规划计算出来的条块间内力分布 戈 仍然都是非负的
,

即在这种情况下并没有真正出现拉

应力
,

因此在本文的算例中相应的安全系数计算结果同完全满足约束条件 一 时计算出来的

结果是一样的
。

但是如果在这种情况下条块间内力计算结果出现拉应力
,

即某些条块间的 戈
,

那么对计算结果肯定会有影响
。

条块间是否满足 条件会对计算结果会产生较大的影响
,

将会使安全系

数的取值范围扩大
,

尤其是安全系数的上限有较大幅度的提高
,

因此对于那些在算法中没有

满足这一条合理性条件的条分法
,

必须对计算出来的内力结果进行本条合理性条件的检查
。

滑裂面上是否产生拉应力也会对计算结果产生影响
,

如算例 所示的可能使安全系数

向小的方向发展
,

因此这也是必须进行检查的一个条件
。
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之乏只长
窗“乞一︾只彼

龙

图 算例 条块间内力龙的分布

戈

图 算例 条块间内力戈的分布

戈

极限平衡法的假定条件可能带来的误差

下面探讨某些常用极限平衡法的假定条件可能带来的误差
,

在此分 种情况进行讨论

当方法只满足条件 卜 时
,

对应于传统的 法
,

即算法不能保证计算结果满

足合理性条件
,

个算例的计算结果如图
,

所示 盆
、 ,

豁
。

分别表示此时的载荷系数和

安全系数的关系
,

作为对比两根虚线
、 , 。

分别表示不作任何放松时的载荷系数与安全

系数关系
。

由图
,

可知
,

安全系数的最大值增加较多
,

因而可能会造成计算出来的安全系数偏

大
,

因此在使用 法时
,

必须对计算出来的条块间内力结果检查是否满足合理性条件
。

或凡王八曰王
︸、﹃﹄,︸尤

盯一溯
粼

,

六竺汽
。二

‘

片一 一劝犷丫片
“ ‘、

从引
、

全
“

、

牛、
“乃 弋

「

。

⋯
二

住 们 ‘ 曰‘ 上一一 “ 一 二

刀 石

二气二七

二二二二之三三

、

戈
、

钊

图 算例 满足 法约束条件
一

曲线
一 一

幻

图 算例 满足 法约束条件 一 曲线
一

当只满足条块
,

夕方向力平衡条件和滑裂面上的 卜 准则时
,

对应于不

平衡推力法等
。

个算例的计算结果如图
,

所示
,

益
。

表示此时的载荷系数与安全

系数的关系
,

作为对 比两根虚线
、 , 。

分别表示不作任何放松时的载荷系数安全系数关

系
。
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甄川

气八

灸飞毛二
半兴

气

刀

”川 ,

气 】 汪

卜

⋯
万乃万乃

乃乃乃加。

图 算例 满足
,

夕方向静力平衡条件时的

一 曲线
一

刃
一 一

图 算例 满足
,

少方向静力平衡条件时的
一

曲线
一

一 一

相对于完全满足约束条件的情况
,

算例 安全的系数上限提高约 倍
,

下限则降低

对于算例
,

安全系数的上限可以任意大
,

因而无法作出对应的
一

曲线
,

下限则降低好几倍
,

因而这类方法很容易导致计算出来的安全系数严重偏离真实解
。

这也从另外的一个角度证实

关于这类方法计算结果偏大的观点
。

结语

本文建立计算边坡安全系数上
、

下限的线性规划模型
,

通过这个模型探讨极限平衡法的

某些简化条件和静力平衡条件缺失对于计算结果的影响
。

结果表明

在极限平衡法框架下
,

即使有合理性条件的限制
,

计算出来的安全系数结果仍然可能

有较大的差距
。

在极限平衡法中
,

条块
,

夕 方向的静力平衡条件对计算结果的影响最为重要
,

因此

任何方法不应该对它们进行简化
。

对于在算法中不能保证满足合理性条件的方法
,

必须对计算出来的条块间内力结果检

验每一项合理性条件
。
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