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先进复合材料层合板壳的自由振动分析
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摘要 采用一个分层的剪切变形理论分析先进复合材料层合板壳的自由振动
,

假定层合板壳各层横

向剪切应变彼此线性相关
,

从而未知函数的个数与一阶剪切变形理论相同
,

但控制微分方程组的阶

数为十二阶
,

且不含剪切修正因子
。

文中给出了若干层合板壳的自由振动分析
,

数值结果与三维精

确解
、

各种剪切变形理论解及经典层合理论解进行了比较
。

关键词 层板
,

层壳
,

剪切变形
,

自由振动

引言

基于克希霍夫一勒夫假设的经典层合理论是层合板壳常用的理论
。

然而
,

在分析由先进

复合材料制成的中厚层合板壳自由振动时
,

必须考虑横向剪切效应
。

层合板壳的一阶剪切变

形理论 , 己被广泛采用
,

它比经典层合理论明显提高了计算固有频率的精度
。

但它不能反映

层合板壳变形时的断面翘曲现象
,

因此对板壳面内 或切向 位移与应力计算的精度改进很少
,

而且在它的基本方程中含有的剪切修正因子的数值很难合理地确定
。

为此在文献中提出过多

种改进的方案
,

其中包括假设面内 或切向 位移沿板厚呈非线性变化的高阶剪切形理论卜

以及呈分层线性变化的分层剪切变形理论 ,
。

对于常用的多层板壳
,

只有后者才能较好地反

映法线的曲折变形模式
,

然而分层理论中的未知函数个数随层数增加而增加
,

计算工作量太

大
。

文献【 曾提出
,

在分层理论中如要求在各层交界面上横向剪应力保持连续
,

就可 以建立

各层法线转角间的联系
,

从而减少未知函数个数
。

然而上述要求会导致横向剪应力沿板厚呈

常量
,

以致法线的折线形状与真实情况相差较大
,

降低了计算精度
。

后来本文作者提出了另

一种简化的分层剪切变形理论
,

仍假定层合板壳的面内 或切向 位移呈分层线性变化
,

但考

虑到板壳的横向剪应力沿厚度连续变化
,

假定各层横向剪应变之间彼此线性相关
,

相关系数

待定
。

用能量原理可以导出基本微分方程组及用以确定相关系数值的线性代数方程组
。

无论

层数多少
,

微分方程组恒为十二阶
。

文献〔
,

中用它计算层合板壳的静力变形与应力
,

均得

到较好的精度
。

本文给出层合板壳的自由振动分析 “
,

” ,

算例结果与三维精确解
、

各种剪切变

形理论及经典层合理论解的结果进行了比较
。

位移模式与基本方程

研究一块由从 十 从 十 层先进复合材料单层组成的等厚层板
,

在层板几何中面及法线方向

建立 一 组 笛卡儿坐标系
。

各单层 的厚度及其 中面 的法 向 向 坐 标值 分别 为 , 及
二 一戈

,

⋯
, ,

⋯
,

从
,

其中一 。‘ ,

即层板几何中面在第 层内
。

假设层板 自由振
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动变形后
,

第 层各点位移为

“ , ,

夕
,

公, ,

夕 一 , 俨
‘ , ,

夕
,

‘” ,

,
, 一 、

忿, ,

少 一 ‘

少少
, ,

,
,

‘ ,

夕
,

砰
,

夕
,

其中心, ,

嵘, 是第 层中面各点
,

力的面内位移
,

试,, 叫是第 层中面法线的转角
,

才是横

向位移
。

由 式可求得第 层中的横向剪应变为

戒, 班 ‘, 。砰 既
,

川 班公 。 即
·

由于横向剪应力沿板厚连续变化
,

故假定它们与第 层的横向剪应变间线性相关
,

表示为

刀 二 鱿摆 , 十 峨耀
, ,

心 芍摆 , 形犷耀 , ,

其中 罗与耀
, 表示第 层横向剪应变

,

鱿
, 等是待定常数

。

此外
,

各层面内位移在层间交界

面上应保持连续
,

这样就可以将各层面内位移相互联系起来
。

定义
,

力与叹
,

是层板几

何中面各点的面内位移
,

则层板中各点的面内位移均可用
,

犷
,

牙
,

试 及试 表示为
“ , ,

,
, 二 ,

, 几 ‘ , 班 。, ,

, ‘‘夕班望
, ,

,

一 , 一 。 一 , , 日邢叙 ,盆,。砰 即 一 ,

考 ,试
。, ,

夕

心树罗
, ,

, 一 一 考 , 口砰 敌 峨
,。附 即

,

“ , ,

,
, 二 ,

, 。 ‘‘梦梦少
, ,

, ‘ , ,拼 。, ,

,

一 , 一 。一 , 梦日附即 挂护。砰 改 一 ,

形夕梦尸
,

夕

形护尹
。 ,

少 一 一 玛犷。牙 即 形。砰 汰
,

其中

合、、·

客心 、·

合砍
’“

合、、·

滨心 、·

合狱
毛

一一
户场

、 一

、 艺 · ,

尸

笋

、七‘八一一
‘‘‘

在方程 式中
,

当 或 一 时
,

则其中求和式消失
。

定义

气二 。 敌
,

气 即 即
,

踢 二 。 即 即 叙
,

碱二

即州叙
,

嵘
一 。衅

, 即
,

心
一

即黔叙
,

味 二
即卯即

衬一护川澎
,

心 一护川扩
,

心 弓 一护川击伽

则层板中面单位面积的应变能密度可表示为
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一

喜从 。二

戈 。少

凡、 斌袱、叫‘ 嵘心 十

嵘称 叹一

“
, 了 丫

’

砂 “
少 , 兮 尹 尸

衅弓 嵘 心卜 耀 ,

耀
,

此处从
,

戈
,

⋯
,

是内力或广义内力
。

再定义下述列阵

柳卜 戈 凡
, ‘ · 斌 城 叽 嵘

,

”

【衅 衅 呱
, ‘

【 以
, 。 。二 任 ,

踢
‘ ,

王、
’

武 嵘 心 味
, 、”

弓 心
,

心 ,

哎
, ,

则可建立下述内力一变形关系式

同川回扔【
,

」 【 勺

「
‘

」 几

只
,

【 」 」

到,户一目卜曰以
厂

一一

﹁

蛋‘脚伙
,

扭附阿’

其中除零子矩阵外
,

其他子矩阵及其元素的表达式可参见文献【 中的附录
。

由公式 我们

还可求得层板自由振动时的动能密度表达式
。

按位能驻值原理 ’ 可导出层板自由振动的微分

方程组为

击 柳石即 。 ,

鱿
,

城 砰 鱿 笋 。, 从 梦罗
, 一 ,

叽 叙 飒 即 必 ,

城 从 砰 从 此
。, 城 衅

, ,

一创 必 汰 一 武 即

。 ,

鱿 峡 城 邢 城 试
。, 从 梦罗

, 一 ,

己材 叙衬城
飞

即 一 以 。 ,

鱿 城 从 牙 呱俨 。, 城 班护
, ,

蒯岛叙箱材 即 一 以 山 ,

从 从 城 砰 城 试
。, 城 衅

, ,

其中

幼材厂敌 十 。材二即
,

幼峨 击衬材 即
,

式中的 。是固有圆频率
,

鱿
, 等是质量系数及运算子

,

其表达式亦可参见文献〔 附录
。

代入 内力一变形关系式 后
,

方程组 可用层板 自由振动时的位移振幅
, ,

砰 及转角

试
,

衅
, 振幅表示

,

它是一组十二阶的偏微分方程组
。

对于对称层板 自由弯曲振动
,

则方程组

降阶为砰 及试
,

衅
, 的八阶方程组

。

与 式相应的齐次边界条件的形式为

戈 或
。 ,

戈 或
,

以 ’ 已城二山 一 。 ,
只

, 一 凡 人川 人
, , 一 人 日邢 击

,

人
, 一 云 一 人

, 。卿砂 川 人
, 一 , ,

试 ,

, 一 人 梦罗
, , 一 。 ,

风 一

, , 一 一 人 日砰 汰 入 一 几 日牙 即
, , 一 ,

试
。, 人 石 一 人 衅

, ,

少 一 ,

或 砰
,

衅 或 班 。, ,

嵘 或 侧
。, ,

或 日附 伽

其中 及 各系数均与质量有关
。

此外
,

在层板边界的角点处的角点条件为

刀二 一 材二 一 或 砰
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由位能驻值原理还可求得对于 或 的相关系数狱, 等所分别必须满足的两组线性代数

方程组
,

它们的系数项及 自由项均由扩 及一些面积分值表示
,

其中被积函数是 式表示的各

变形分量及层板几何与物理特性组成的表达式
,

详见文献【 附录
。

微分方程组 式与这

两组求解考, 等的两组代数方程组通过彼此的系数相互藕合
,

我们可以迭代求解
。

层壳的位移模式与基本方程与层板情况相似
,

限于篇幅
,

此处不再给出
,

请参见文献【
。

用上述层合板壳的位移模式分析自由振动时
,

既考虑了横向剪切效应
,

也考虑了面内 或切向

的质量惯性效应
。

对于跨厚比值较小的层板及层合扁壳
,

这两种效应都比较显著
。

算例

下面分别给出几个周边简支的正交层合板壳自由振动解析解的计算结果
。

例一 九层对称及十层反对称先进复合材料正交方形层板的 自由振动
。

铺层分别是

【 ⋯ 」及〔 」
。

两层板中 层及 层的总厚度彼此相等
,

且相同方向铺层

的各层等厚
。

各单层材料为认 尽 二 ,

你 及 吮 二 二
,

而 凡 尽值在
一 间

。

下标 及 分别指纤维方向及其垂直方向
。

板厚与板宽比
。

表 给出它们

的无量纲基频兄 城 矿 ,‘’
值

。

是质量密度
。

文 中一阶剪切变形理论的剪切修正

因子值取为 下同
。

表 中列出的本文与一阶剪切变形理论求得的基频 兄值接近
,

至于在

振动时的模态面内位移
、

应力及横向剪应力沿板厚的分布
,

则用本文算得的结果与文【 中精

确解十分接近
,

而用一阶剪切变形理论的结果就有较大误差
。

文【 」的图
一

中给出了

乓 尽 二 的十层板的上述分布曲线
,

可供参阅
。

例二 四层等厚〔 」
、

及八层反对称 圆柱形扁壳
,

它们中面的平面投影为

方形
,

即扁壳中面环形弧长为人 妇【 必
,

必是张角
。

材性与例一相同
,

但乓 乓 二

不变
。

表 中对于 二 ,

及 必二 , ,

的各种扁壳
,

给出了它们的无量纲基频
历二 田 川犷 ,‘’值

。

从表中可看出
,

用经典层合理论算得的历值过高
,

而用本文理论计算

值与精确解很接近
。

例三 四层 等厚 〔
,

的正 交方形层板
。

厚宽比
。

材性为 乓 乓 二 ,

尽
,

沐
二 ,

吮 场
。

另有一圆柱形扁壳及一球形扁壳
,

两者的投

影形状与上述层板外形相重
。

球壳的几何特性为
,

而扁壳有风二 ,

‘
。

两

壳的材性
、

铺层及厚度均与层板相同
。

表 中给出了用各种二维理论求得的上述板
、

壳的前

三阶无量纲圆频率历 田若 尽广
, 值

,

表中 与 。值分别是弯曲振型在 与 方向的半波

数
。

从表 中可看出横向剪切效应对高阶频率值的影响比低阶更大
,

用本文理论算得的频率

值最低
。

例四 具有〔 铺层的多个完整的短圆柱壳
,

材性与例三中相同
。

它们中面半径及轴

向长度分别用 及 表示
。

各壳 二 ,

但 二 , , ,

及 各不相同
。

计算了它们

的基频 历值
。

历定义同例三
。

表 中给出了不同理论的计算结果
。

精确解 历右上标数字表示

基本振型的环向波数 值
。

当各种二维解计算基频所得的振型环向波数值与精确解不同时
,

则

分别注出
,

否则就略去不注
。

对于本例各个短壳
,

相邻的几个环向波数 值对应于最低的几阶

频率
,

这种现象对各种理论都存在
。

举例说
,

对于 的层壳
,

用本文理论可算出

时
,

历一 ,

而 二 时则历二 。

因此与精确解不同
,

按本文理论算出的基频对应

于
,

注明在表 中
,

而其他各种二维理论基频对应的环向波数 分别为 , 及
,

都注
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在表 中
。

从表 中可看出本文算得的 及 历值误差都最小
。

表 正交方形层板的无量纲基频兄 。 , 尽
, ”值

层板类型 理论
尽

九层对称层板

十层反对称层板

三维精确解汇

本文分层理论

一阶剪切变形理论【

三维精确解【巧 』

本文分层理论

一阶剪切变形理论【

表 正交圆柱形扁壳的无量纲基频 历二 确 犷 ,‘’

值

三维精

确解【

本文分

层理论

经典层

合理论

经典层

合理论

一
三维精

确解

〔

本文分

层理论
,、︶‘,

八门、︸‘,

表 层板及圆柱形
、

球形扁壳的前三阶无量纲圆频率 历 耐 川尽
, ” 值

,

理论

本文分层理论

高阶剪切变形理论【

高阶剪切变形理论

分层剪切变形理论〔

一阶剪切变形理论

层板 扁柱壳 扁球壳

,

经典层合理论

本文分层理论
,

一阶剪切变形理论

经典层合理论

本文分层理论
,

一阶剪切变形理论

经典层合理论
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表 各完整短圆柱壳的基频历值

三维精

确解

本文分

层理论

分层理

论解

一阶剪切

理论

经典层合

理论

一

,

, 八 , 八 八 , , , 八 八 。 , 八 , , , 八 了 八 , , 月 八 。

︸日,山﹄、以

讨论
对于先进复合材料层合板壳进行静动力分析时

,

除厚度甚薄的以外
,

一般必须考虑横向

剪切效应
。

在本文的方案中
,

考虑到横向剪应力沿厚度连续变化
,

假定板壳各层的横向剪应

变之间线性相关
,

见 式
。

式中的相关系数鱿 , 等可视为全板 壳 的一个合理的平均值
,

使

其尽量符合法线的翘曲状况
,

而其数值由能量原理确定
。

如果我们预先指定各层的鱿,

形犷
及峨 , 形护二 ,

则位移模式就与一阶剪切变形理论的模式相同
。

因此本文方案可视作一阶剪

切变形理论的推广与改进
。

在层合板壳自由振动时
,

相关系数欢
, 等数值对于不同的振动模态各不相同

。

算例中限于

篇幅
,

没有给出各种情况下对应的相关系数值
。

由于对每一阶自由振动
,

本文方案都可提供

一个精度较好的固有频率及模态位移
、

应力解
,

则可以认为对于不同阶自由振动之间
,

存在

近似的正交条件
。

因而在计算层合板壳在外加载荷作用下的动力响应时
,

仍可采用通常的振

型叠加法
。

计算结果不仅能提供振动时板壳横向振幅的近似状况
,

而且能求得精度较好的面

内 切向 应力及横向剪应力幅值沿厚度的分布
,

后者在层合板壳的动力分析中也同样有很重要

的意义
。

这是本文方案对一阶剪切变形理论很大的改进
。

本文仅提供了一些正交层合板壳在简支边界条件下 自由振动的算例结果
。

对于其他各种

铺层及边界条件下的层合板壳的静动力分析
,

还有很多工作需要今后深入研究
。

对一些铺层

及边界条件复杂的问题
,

通常都得不到解析解
,

只能用有限元方法求其近似解
,

相应的层板
、

层壳单元及算法都有待建立与探讨
。
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