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时一空守恒元解元 方法简述

刘凯欣
’,

王景表
’,

张德良
’

北京大学工学院 北京 中国科学院力学研究所 北京

摘 要 时一 空守恒元解元方法是近年来兴起的一种全新的高分辨率守恒方程型方程计算方法
。

它具有

物理概念清晰
,

计算精度高和格式构造简单等优点
,

是一种具有广阔发展前景的计算流体力学方法
。

本

文介绍了 曰 方法的基本理论
、

格式构造
、

发展历史
、

应用情况和最新进展
,

并指出了应解决的问题

和发展方向
。

关挂词 曰 方法 计算流体力学 守恒律方程组

雀
二

二刁

经过 多年的发展
,

计算流体力学的数值模拟方法已经成为研究流体力学中各种物理现象的重

要工具
,

它己和实验
、

理论分析一起构成研究流体运动规律的三大基本方法
。

有限差分方法是计算流

体力学问题的主要方法
。

人们为了追求计算结果的高精度和对间断的高分辨率而发展了许多相当成功

的差分格式
。

其中
、 、

等一批高分辨率差分方法能够有效抑制非物理振荡
,

对间断具

有较高的分辨率 另外
,

以紧致格式为代表的格式在不减少格式精度的情况下
,

利用导数项有效地减

少了适用的基点数
。

近年来
,

数值方法研究又有新的突破
,

一些新型算法己经出现
。

其中有代表性的

算法有时空守恒的 方法川
、

由 方程的思想出发的 格式
、

基于有限元的间断

方法 以及基于摄动分析的摄动有限差分方法
。

这些方法各有其自身的特点
,

在一定范围

内能很好的模拟较为复杂的流场
,

为计算流体力学提供了有效工具
。

时一空守恒元解元方法 魂 一
,

是
一种全新的守恒方程的计算方法

。

它最早是由 研究中心的 梦】于 年提出来

的
。

这种方法从根本上区别于传统的方法 它将时间和空间统一起来同等对待 利用守恒型积分方程
,

通过定义解元和守恒元使得局部和整体都严格满足守恒律 只要恰当的定义守恒元和解元的便可以直

接将格式推广到多维情况
,

而不需要采用算子分裂或者方向交替技术 在给出网格点物理量值的同时

也给出了物理量的偏导数
,

同传统的差分格式相比
,

在相同的基点下可以提高格式精度 可以满意地

求解间断流场
,

具有较高的分辨率 构造比较简单
,

除了简单的 认 】 展开之外
,

没有采用其他的数

值方法
,

尤其是不需要采用其他的特征分析数值方法 如 形 求解器 来捕捉激波
、

抑制振荡等
。

本文首先介绍了 方法的基本原理
,

然后介绍了这个方法的发展历史
、

应用现状
,

最后指出

了当前需要解决的问题和发展方向
。

方法的基本原理

本节首先以最实用的 一 格式 为例
,

维守恒律方程组

玉

简要推导一下一维守恒律方程组的 格式
。

考虑一

玉
,

一
, ,

欲

令
,

表示 空间凡中的两个坐标
,

利用散度定理式 可以表示为
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呱
。 , · 一 。

这里 是求解的时空区域 犷的边界
,

是 犷 外法线单位矢量
,

向量 , 二
呱刃 , , 二 , ,

是空间流矢量
。

将要求解的区域划分成网格点集合 ’川 如图 所示
,

这里
, ,

士
,

士
,

士 ⋯

对于每一个
,

士 刀 士 刀 士 二 。

解元 刀 是如图 中所示的虚线的内部
,

而与

它相应的解元 ’刀 如图 中矩形区域 , 其中 ’刀 左侧的为
一

刀
,

右侧的为

刀
。

这样我们就利用解元把乓空间划分为一些不重叠的矩形区域
。

假定在解元 川 中

。 , ‘ 和 几认了 分别由它们的 展开嵘
,
‘

,

和成认厂 川来近似
,

如果取到一阶则

有

二
, ‘ , 一 , 。 一 ’

。 , ‘一‘”

心仓 , 川 呱 叽 了认一 , 卜呱取 一
”

一

产 ’一产 ,今尹趁 卜 习尼

运兜

,,,,

,,,

企企企 卜 心 卜 必必必

往

一 ,

一 ,

图 和 的相对位置

将式
、

代入式 可以得到

了 一 几 了

由于几是 , 的函数
,

所以从式 可知我们要求解的变量有气 和编
,

然后我们就可以根据式 以

及几和气 之间的关系得到几和气 任意的一阶导数
。

引入势函数气
, , , , ,

满足

鲁
一 。, ,

一

誓
一 、

,

,
, ,
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积分式 并忽略积分得到的任意常数
,

可以得到

汽
, , 一 一 。

了 一

告。
,

啥一
” ’ 【、 , 一争 , ,‘“

”

,认一 ,

一

告一 , ‘一毛 ”

这样由式 可以得到势函数在守恒元各网格点的关系

”一 、 ’一

警
,‘·

,
, ·卜梦二 ·, ·

警
,

‘”

,
, · ,

·、
〔
·,一 ·

警
,

一‘ , 一

合
,

一告
一 、

一
’, ’·

警
, 一

合
,

一合
·、 ·, · , , 犷一‘ ·

警
, ·

告
,

一告
一 、

一警
,

一‘’ , ·

告
,

一告

、、,、、户
产

将式 代入式 可以得到

其中

写
,

瑞 动 北 一 ,

瑞

·, 一

等一 几 ’

凸尤 等
,

」
根据式 求得 。 后

,

利用连续关系
,

可得

、佗 佗
、 、 一 , 、 , 产

、 少 一一万一
。士 士

二
士 一 ,

△尤

, ,一二
士 一 ,

至
一

土

对于有间断的情况
,

为了抑制非物理振荡
,

可以把式 中第一式的算术平均变成如下的加权平

均形式

, 了 牙 。一 ,

了
,

牙
, ,

,

其中 一
,

显然“ 就是式 中的算术平均
。

上面的格式中
,

为了处理强间断
,

在最后求导数的时候引入了一个加权平均函数不 即相当与引

入了一个人工粘性项
。

二维 方程的 格式也可以类似得出
,

根据网格划分可以得到不同的格式卜 , 】

方法的发展和应用

自从 曰 方法提出之后
,

和他的同事就一直从事 方法的理论方面
一

二作
。
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等 提出了一维对流扩散方程的 眺 方法
,

扩大了这个方法的适用范围
。

丫 和

等 针对在有激波的情况
,

对 眺 方法精度进行了分析
,

结果表明一阶 展开的 曰

方法计算精度与四阶精度的 方法相当
。

等 指出了 曰 方法的相容性和收敛性
,

并

且给出了具体的误差限
。 ’】提出的一维局部细化的 眺 方法为 眺 方法推广到多重

网格奠定了基础
。

砂 指出虽然 曰 方法的稳定性只要求 数小于
,

但是如果

数小于
,

原有的 方法会出现很大的数值耗散
。

针对这个问题他于 年提出 住口 数不

敏感的 眺 方法
,

在小 数情况下格式自动减少粘性
,

从而可以使 数在 一 之间

变化
。

他和 梦 等又提出了 数不敏感的 “ 一 ”

格式
,

引入参数 使格式更灵活
,

并把

它用在多维 方程中
。 ’ 同时也详细地进行了 “ 一 ”

格式的 稳定性分

析
。

在边界处理方面
,

针对 眺 方法网格的特殊排列 等分别提出了固壁反射边界处理

方法 和无反射边界处理方法 】
,

其中无反射边界条件并没有用到特征分析方法同时可以用于亚声

速
、

跨声速和超声速情况
。

数值计算表明 】这两种边界条件都是稳定的
。

由于 眺 方法最擅长求

解守恒型方程
,

因此比较难以处理方程中的源项
,

尤其是刚性源项 刚性源项
。

对于刚性源项一般

处理是采用隐式方法或者采用双时间步长计算
,

前者通过时间迭代消除刚性
,

后者则是一种线性近似
。

等 通过改造 眺 方法的解元定义使得时间导数中消除刚性源项的影响
,

从而消除了刚性
。

最初
,

曰 方法在解元中对物理量采用一阶 ’ 展开
,

如果展开到高阶
,

就得到相应精度的

格式
。

张增产 做了这方面的尝试
,

而刘凯欣和王景蠢 则做了详细的格式构造和稳定性分析
,

同时

指出二阶或更高阶精度的格式会大大增加计算时间
,

却对精度提高不大
,

对于
一

方程并不必须
,

只

有求解含有三阶以上导数项的方程 如 方程 才必须采用高阶精度格式
。

王刚 】等则推导并且

验证了二维二阶精度的 曰 格式
。

二维 方法最早也是由 研究组 一 】提出的
,

但是他们最早提出的守恒元和解元

划分方案中
,

每个解元对应 个守恒元
,

导致空间网格编号方向不互相垂直且与 和 轴都不重合
,

这样就给格式推导过程和向三维推广造成很大困难
。

为此
,

刘海涛 和张德良 以及张增产 ’刀
一

川分

别对二维格式构造方法进行了改造
,

提出六面体划分方案
,

使得在每个网格点上只设置一个守恒元
,

而利用相邻的不同时间半层的解元的公共点上流动变量连续条件来导出流动变量及其空间偏导数之

间的关系
。

这样就克服了 的网格剖分的缺点
,

格式推导过程简洁明了
,

且容易推广到三维情况
。

根据这种网格划分方案
,

等 , 较顺利地推导了三维 方程和
一

方程的 格式
。

在实际工程应用中
,

丫 和 , 又提出了非结构网格下的 曰 方法
,

但是
,

由于

方法时间方向推进的特殊性 半层时间推进
,

因此必须采用时间方向的交错网格
,

这就意味

着并不是任意剖分的非结构网格都能用于 曰 方法
。

因此只能说这种
“
非结构

”
网格是一种不规则

网格
,

尚不能达到完全非结构化
。

从计算精度上来看
,

非结构网格也稍逊于结构网格
。

等

采用这种方法分别计算了高速和低速流动
。

对于多维复杂问题
,

眺 方法还实现了并行化
。

当前 曰 方法主要应用在高速流动领域
,

如航空航天
,

化学反应流动等等
。

的研

究组主要从事喷管和射流的气动声学学方面的数值模拟 “
。

最早从事模拟化学反应流动的是 丫
,

张德 良等 利用 眺 方法和二步法 模型模拟了气相爆轰的胞格结构
,

翁春生等 模拟

了二步法 模型的非定常爆轰
,

王刚等 】采用考虑化学组分的二步法 模型模拟了气相爆轰的

胞格结构
,

如温度等物理量的计算比文献【 更加精确
。

国外的利用 眺 方法进行化学反应流动也

做了大量的工作
。

他们的工作主要分成两部分
,

一是不考虑胞格结构的气相爆轰不定常流动的数值模

拟
,

早期采用二步法 模型【 ,

后来就采用更加精确的基元反应模型 二是脉冲爆轰发动机

工作过程的直接数值模拟
,

该数值模拟中仍然采用二步法 模型
。

曰 方法是基于气体动力学方程提出的
,

是一种基于密度求解的方法
,

特别适用于可压缩高速

流动 等四 和 等哪 通过数值实验指出
,

这种方法不但能够求解可压缩高速流动
,

也适用于不可压缩的低速流动
。

应当指出
,

等和 等的方法是一种人工压缩法
,

这种方法不太适合不可压缩高 数情况
。

我们认为
,

计算低速不可压缩流动倒不如采用基于压

力算法
,

即采用 曰 方法离散动量方程和压力校正类 方法或者求解压力 方程
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的方法祸合速度和压力
。

近年来
,

方法已经被成功地用来求解电磁学方程组和磁流体问题
。

丫 认厄 等 求解了

含时 方程组
。

等 推导了理想磁流体动力学方程组的 格式
,

由于 方

法的优越性
,

他们的格式不需要对磁感应强度散度为零的限制条件做特殊处理
。

最近
,

王景煮等 】将 方法推广到流体弹塑性问题中去
,

他们推导了 描述下的流体弹

塑性方程的格式
,

并且结合粒子水平集方法和 流体方法
,

提出了相对完核的适用于大变形的流

体弹塑性介质计算方案
,

通过数值结果可以发现该方案计算精度比较高
。

此外
,

还有一些学者利用 方法解决了其他一些工程上的问题
。

例如 等 的涡

轮叶片绕流 焦天民 的内燃机进气系统数值模拟 张永祥等 ’的二维溃坝洪水波

总之
,

方法经过了 多年的发展
,

理论框架基本成形
,

并且己经被应用到各种领域中
。

从 侣 方法的应用效果来看
,

它的优越性己经显露出来
,

具有十分广阔的发展前景和应用空间
。

具

体说来 方法具有物理意义清晰
、

格式构造简单
、

计算精度较高
、

对强间断分辨率很高
、

边界处

理方便以及不需要特殊处理某些约束条件等优点
。

存在的问题和发展方向

经过 多年的发展
,

方法的理论基础和格式本身己经基本成熟
,

但仍然有一些问题需要

我们努力 从实际计算结果来看 格式的精度很高
,

但是迄今为 卜没有对此有一个详细的

分析
,

如果缺少这种分析我们就不能保证该方法在计算任何问题中都能取得高精度 从第二节的

格式来看
,

求导数的加权平均函数的引入并没有太多的数学含义
,

而只是一种人为的减少导数

的方法
,

这种人工粘性的引入在理论上究竟是否合理
,

会不会引起非物理解
,

这些问题都没有得到详

细地讨论 由于 格式特殊的网格设置以及时间推进
,

很难做到在真正的无结构网格上离散
,

如果只是在非正规网格上离散就会损失精度
,

我们推断采用多重网格方法进行局部加密可能是一个提

高局部精度的有效方法 由于 方法最擅 长求解守恒型方程
,

因此比较难以处理方程中的源

项
,

尤其是源项与求解变量函数关系不是很明确的情况 如弹塑性流动情况
。

虽然文献 给出了一

种近似处理方法
,

但是这是不够的
,

需要一种更精确的源项处理方法
。

接下来的工作就是如果将这个性能优良的数值方法应用到各种具体的实际问题中去
,

以及及时解

决应用中出现的各种问题
。

我们认为 方法将在以下领域中发挥巨大作用 空气动力学领域
,

这里是 方法的传统领地
,

应该结合多重网格方法提高精度 化学反应流动迫切需要一种高

精度
,

高分辨率和高效率的计算方法
,

方法恰好满足这种要求
。

当前的化学反应流模拟还很不

成熟
,

气相爆轰以及多相爆轰的数值模拟和脉冲爆轰发动机工作过程模拟都是这个领域的热点问题

磁流体动力学模拟刚刚起步
,

尚有较大空间 高精度的 方法可应用于多相不可压缩粘性

流动
,

并且取得较好的结果 应用于多物质流体弹塑性问题
,

尤其是需要物质界面处理的问题中
。

这个问题除了要求算法的高精度
,

高分辨率和高效率之外
,

由于要精确捕捉物质界面
,

还需要边界处

理上的方便
。

方法只需要一个边界点
,

恰好能够满足要求 目前尚没有采用 方法的

商用软件
,

在这方面仍然需要做大量的工作
。

小结

在计算力学飞速发展的今天
,

随着计算机的计算速度和综合性能的不断提高
,

新的计算方法层出

不穷
。

这一方面为我们提供了更多的解题工具和途径
,

许多以往不可想象的数值计算工作都得以实现

而另一方面要挑选和熟悉一种实用的计算方法要花费很大的精力
。

鉴于 曰 方法的突出优点和巨大

发展空间
,

本文对 方法的基本原理
、

基本方法
、

实际应用的现状和未来的发展趋势进行了简略

的评述
。

希望本文能为读者了解和掌握 方法提供便利
。
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