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摘要：本文首先给出了平衡气体的熵和音速的计算方法，并由此建立准一维定常等熵流动解析方法，

应用于求解驻室条件为高温高压空气的喷管平衡流动。然后，考虑到喷管可以有很大的出口和喉道面积比，

在喉道前及喉道后密度较大处，认为流动是平衡的，采用解析方法，在喉道后密度较小处，考虑非平衡效

应，采用差分方法求解。气体状态方程采用了两种：混合完全气体状态方程和采用拟合维里系数的修正状

态方程。并对两种状态方程得到的结果作了比较。结果表明，本文的解析计算方法快速直接，适用于准一

维平衡等熵流动。两种状态方程的结果比较显示出分子间作用力，在高温高压流场中表现为斥力，使气体

更快地膨胀与加速，其影响随着压强的增加而增加。当喷管有很大的出口和喉道面积比时，在喉道后密度

较小处，考虑非平衡效应是必须的。 

一、引言 

拉伐尔(Laval)喷管在工程中应用广泛。为了得到比较高的出口温度，需要喷管的驻室温度很高，

此时对流动的计算，需要考虑振动、电子能量的激发和化学反应。当拉伐尔喷管流动处于设计工况
[1]时，若喷管有较大的出口和喉道面积比，流动会表现出强烈的非平衡效应。通常需要提高驻室的

气体密度来抑制非平衡效应。当驻室温度和密度均足够高时，在出口会得到较高的出口温度，并且

流动的非平衡效应也得到抑制。此时，对于流动的计算可以采用解析方法，即通过积分方程组来计

算。 

根据流量守恒、动量守恒和能量守恒，可以建立定常准一维等熵流动的积分方程组 
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其中，C1为常数，A为喷管横截面积，s与 h分别表示单位质量气体的熵与焓， 脚标“0”表示驻室

中气体的物理量，即滞止物理量。 

空气中的分子和/或原子在高温下会发生振动、电子能量的激发以及化学反应。可以证明，在不

计管壁摩擦，并且管壁绝热时，准一维喷管平衡流动是等熵的。在已知滞止参数情况下，加上气流

在喉部马赫数为 1的条件，就可以根据积分方程组来求解 Laval喷管流动[2,3,4]。文献[2,3,4]介绍了利

用平衡气体焓-熵图（Mollier图）来求解准一维喷管平衡流动的方法。 

在平衡气体的热化学性质已知的情况下，通过差分方程，利用数值方法，就可以求解准一维平

衡流动，不需要利用焓-熵图。文献[5]对于喷管平衡流动和非平衡流动的数值计算，作了详细研究，

采用的是 TVD的差分方法，驻室压强不到 2000atm。通过积分方程来求解问题，需要的条件显然不

应该比差分方法多。焓-熵图在平衡气体的热化学性质已知的情况下，是可以得到的。 

利用压强放大装置和超声速热能添加系统，可以在喷管出口获得和实际飞行相接近的流动条件，

这代表着目前最新的实验设计思想[6]。这种方法可以使气流总焓达到 2500kJ/kg，压强达到 20000 atm 

(甚至 23000atm)，出口马赫数达到 8-15，出口压强 2.4-9.6×104Pa，并且有较长的实验时间(0.5-1s或

超过 1s)。这种情形下的喷管内气体，在流动时被添质和加热，因此不是等熵的。压强是如此之高，

使得数值计算模拟遇到较大困难。如果流动是平衡的，只要给出具体位置的添质和加热量，仍然可

以利用积分方程，采用解析方法求解。 

当喷管驻室的气体密度很高时，分子间作用力会对压强有较大影响。如果不考虑分子间作用力

的影响，在驻室压强和温度确定时，计算出的驻室密度和组分会有较大偏差。对状态方程作维里展

开，反映了分子间作用力对状态方程的影响。维里系数(Virial Coefficients)可通过分子的位势算出，

它只是温度的函数。不同分子的位势不同，有着不同的维里系数[7]。 
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本文首先给出一种平衡气体的熵和音速的计算方法，并由此建立准一维定常等熵流动解析方法。

流动气体采用五种组分的空气：N2、O2、N、O与 NO。为比较分子间作用力的影响，气体状态方程

采用了两种：完全气体状态方程和采用拟合维里系数的修正状态方程[8]。 

当喷管有很大的出口和喉道面积比时，尽管驻室的气体密度很高，非平衡效应仍然会在喉道后

气流速度较大处表现出来。为此，本文在喉道前及喉道后密度较大处，认为流动是平衡等熵流动，

采用解析方法计算，在喉道后密度较小处，考虑非平衡效应，采用差分方法求解。在这种计算里，

空气采用 9种组分模型，包括 N、O、N2、O2、NO、N2
+、O2

+、NO+和 e-。 

二、平衡气体的熵和音速 

平衡气体的熵 s是一个状态函数，即 s=s（ρ,T），ρ是气体的密度，T是气体的温度，s是单位

质量气体的熵。气体在微元变化过程中熵的变化可写为 

irrevds
T

q
ds +=

δ  （4） 

其中， qδ 表示气体从外界吸收的热量， irrevds 表示气体经历不可逆过程时引起的熵增。“不可逆过程”

意味着有磨擦生热发生或非平衡过程。气体所经历的状态都是“平衡态”，并且“无磨擦生热发生”，

是一种理想极限。把这种理想极限假设用于实际流动中，流动就是可逆的，可逆过程中气体熵的变

化为[9] 

=ds
T

qδ  （5） 

如果气体微元又处于绝热环境中，即 qδ 0= ，则由(4,5)式可知，气体的熵是不变的。因此，不计管

壁摩擦，并且管壁绝热时，准一维喷管平衡流动是等熵的。 

由热力学第一定律  

pdvdeq +=δ  （6） 
其中，v是单位质量气体的体积，即比容，e是单位质量气体的内能，p是气体的压强。由气体的单

位质量焓
ρ
p
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ρ
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=v 得 
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因此 
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流动中熵 s不变，也就意味着积分式 )(
T

dp

T

dh

ρ
−∫

沿流线

为常数。熵 s是一个状态函数，仅与气体状态 ρ

与T 有关，因此 
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T
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T
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T
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T
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ρρ
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沿可逆路径沿流线

 （9） 

 (9)式的积分结果就是熵 s（ρ,T）的值。 

本文从熵的定义式(5)出发，导出平衡气体熵的表达式。用
ρ
1

=v 代入(6)式，得到 

 ρ
ρ

δ d
p

deq
2

−=  （10） 

代入(5)式中，有 
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对(11)式右边进行积分，就可得到单位质量混合平衡气体的熵。 

设参考状态是ρref 、Tref ，此时熵的参考值是sref ，sref是个常数。当状态参数ρ、T确定时，气

体的熵s(ñ,T)可以通过(11)式而确定。对(11)式的积分，积分路径可以是从参考状态ρref 、Tref到ρ、T
的任意一条可逆路径。一种简便的方法是分两步来积分(11)式。 

1． 固定温度 Tref ，让密度从ρref变化至 ρ。此时得到 

( ) ( ) refref
ref

ref
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给定 =refT 273.15 K即 Co0 ，这时空气中只含有 2O 与 2N （不发生化学反应）。若不计分子间作用力，

压强
ref

refref

M

RT
p

ρ
= 。在不考虑分子间作用力时，内能 e不随密度变化而变化，此时有 

refref
refref ln

M
R

sTs
ρ
ρ

ρ −=),(  （13） 

考虑分子间作用力时，(13)式的右边需加上修正项[8]，即 

'),( sln
M

R
sTs

refref
refref +−=

ρ
ρ

ρ  （14） 

其中， 's 是考虑分子间作用力时的修正项，在下文给出。 

2． 固定密度为 ρ不变，使温度从 Tref升高至T 。此时对(11)式的积分，右边只有
T
de
的积分，即 
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把(14)式代入(15)式，就可得到 
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气体的音速是指气体中小扰动波的传播速度。在平衡流动或理想气体流动里，传播过程是一个

等熵过程，音速与当地的气体状态有关，其表达式为[1,2,3] 

 s

p
a )(

ρ∂
∂

=  （17） 

有化学反应发生并达到平衡时，音速被称为平衡音速。J.D.Anderson 在文献[2]中对平衡音速的求法

作了详尽论述，给出的公式为 
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其中，cp是单位质量气体的定压比热，cv单位质量气体的定容比热。 

本文采用另外一种方法推导出一个等价的平衡音速公式。由(11)式， 

 ρ
ρ

d
p

deTds 2−=  （19） 

将 de写成 ρd 与 dT 的全微分， 
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将(20)式代入(19)式，得到 
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由等熵过程 0=ds ，得到 
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将 dp写成 ρd 与 dT 的全微分， 
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将(22)式代入(23)式，得到在等熵过程中， 
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由音速公式(17)，得到 
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可以看出， ),( Taa ee ρ= ，是一个确定的物理量。(25)式中各个偏导数没有解析的公式，需要采用数

值方法计算。 

三、拟合维里系数 

单一组分气体状态方程的维里展开式是一个体积(或密度)的幂级数，即 

 l

l
l V

N
TB

NRT
pV

)()(∑
+∞

=

⋅=
0

 （26） 

其中，V 是气体的体积，N是气体摩尔数， )(TBl 是第 1+l 维里系数，第一维里系数 10 =B 。其它维

里系数 )(TBl 可以根据常用的分子间相互作用势 JL − 势而算出[7]． 

空气是混合气体，高温时要考虑化学反应。本文在考虑维里系数时，假设各组分的分子有相同

的作用势，即把空气当作一种分子的气体来对待。这样，状态方程中可采用统一的维里系数。在展
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开式中取至第五维里系数，则状态方程为 

 1
4

0

+

=
∑= n

n
n M

TBRTp ))((
ρ

 （27） 

其中，M=M(ρ,T)是空气的平均分子量。 

(27)式中，第二至第五维里系数采用文献[8]中所采用的拟合结果，形式为  

nic

I
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i
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n
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T
abTB ,)()(

1
,0 θ∑
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= ， 4,3,2,1=n  （28） 

其中， 0b =60.34×10-6m3/mol， Iθ =102K。 nia , 与 nic , 见文献[8]。 

当考虑分子间作用力的影响时，内能、焓及熵均有修正项。具体地说，内能要加上修正项 'e ： 
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 (14)式中的修正项 's 为 
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四、算例与结果 

本文对驻室条件(即滞止条件)为 T0=8000K，压强为 p0=1000～10000atm的空气，在收缩-扩张的

拉伐尔(Laval)喷管中的流动分别作了计算。喷管外形和法国马赛的高焓激波风洞 TCM2中的喷管[10]

相同。喷管出口与喉部面积比约为 4462倍。 

解析方法对准一维等熵流动是适用的。图 1 结果是利用本文给出的解析方法得到的。在喉道后

密度较小处，考虑非平衡效应，采用差分方法求解。混合方法计算结果在图 2 中显示。当驻室温度

一定时，驻室(平衡)气体的化学能在压强较小时较大，从而气流总焓较大。因此喷管出口的温度和速

度，在反应气体流动里与驻室压强有关。修正状态方程与完全气体状态方程的结果的比较显示，采

用修正的状态方程，流场中T 要小一些，流动速度 u要大一些。并且这些影响随着驻室压强的增加

而增加。这可以归结于在高温流场中，分子间的作用力表现为斥力，它可使气体更快地膨胀与加速。

此外，当压强 p=10000atm 时，不考虑分子间作用力时，入口密度为 402.37kg/m3，考虑时，入口密

度为 285.09kg/m3，可以看出高压驻室条件下分子间作用力对入口参数的影响。从图 2可以看出，由

于喷管出口与喉部面积比很大，在喉部后的密度较小处，流动气体处于振动和化学冻结状态。 

五、结论 

本文给出的平衡气体熵和音速的计算方法，以及用来求解高温高压拉伐尔(Laval)喷管准一维定

常等熵连续流动的解析方法是可行的。解析方法可很快求出流场参数。在喉道后密度较小处，由于

流动速度很快，考虑非平衡效应是必须的。采用维里系数修正的状态方程与完全气体状态方程的结

果比较显示，在高温高压流场中，分子间作用力表现为斥力，对流场的影响，随着驻室压强的增大

而增大。 

本文给出的解析方法，可以推广应用至其它简单情形，如平衡 P-M膨胀流动、超声速圆锥轴对

称平衡绕流(有附体的锥形激波)。 
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图 1.1喷管内温度与速度分布 

 

图 2.1喷管内温度与速度分布 

 

图 1.2喷管出口温度和速度随驻室压强变化 

 

图 2.2喷管出口温度和速度随驻室压强变化 

 

图 1.3喷管内 O2和 O组分分布 

 

图 2.3喷管内 O2和 O组分分布 

图 1.1-1.3：解析方法计算结果 

图 2.1-2.3：混合方法计算结果 


