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摘 要

本文对由两自由度近可积哈密顿系统经非正则变换而得到的
,

具有高阶不动点的非哈密顿系

统给出了判别横截同宿轨和横截异宿轨存在性的两条判据 对原二体质量比很小时近可积国型平

面限制性三体问题
,

采用本文判据证明存在横截同宿轨
,

从而存在横截同宿穿插现象 还在一定

假设下证明了存在横截异宿轨 并给出了全局定性相图

关 询 限制性三体问题 近可积哈密顿系统 高阶不动点 方法

横截同宿 异宿 轨

一
、

引 言

于 年提出圆型平面限制性三体问题
,

并 引进了旋转坐标系 其中原二体处于

静止状态
,

这是两个自由度的 系统 年
,

发现了运动方程的一个积

分 ,

被称为 积分 年 ‘证明
, 当 “ ,” 巾 , 。 充分 时

, 如果积分能

展开为。的幂级数
, 并且 “ 对应有界运动 , 那 么不存在独立于 积分的另一个积分

年 , 证明不存在独立于 主积分的另一代数积分 正如文
,

」所指出
,

这

些工作不能排除存在独立于 积分的其它类型的积分 , 从而并未证明系统的不可积

因此圆型平面限制性三体问题是否一定是不可积问题一直是个悬而未决的问 题 〔’, ” , 当

混沌概念渗透到天体力学领域之后 ,

一些数值结果 「 ,‘ 〕表明 , 此问题中有混沌运动 ,

但尚 未

有理论证明 如果从理论上证明确实存在混沌运动
,

也就证明了系统的不可积性

文〔
,

对近可积平面限制性三体问题的混沌运动作了理论研究
,

然而圆型平面限制性

三体问题并不构成这类问题的特例 , 因此具有独立的研究意义

本文将对近可积 。《 的圆型平面限制性三体问题 , 证明存在横截同宿轨
,

从而存在同

宿穿插现象
, 并证明存在横截异宿轨 本文特点是未扰同宿和异宿轨都是无界运动 , 须采用

提出的非正则变换 ,

把无穷远点变换为有限点来研究
,

结果系统变为非哈密顿
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朱 如 曾 向 程

的
,

且不动点是高阶的
,

没有现成的 方法可以利用 所以本文将在第二节发展适

合这种情况的 方法
,

然后在第三节给出圆型平面限制性三体问题的数学表述
,

第

四
、

五节证明横截同宿
卜

轨的存在性
, 并在一定假设条件下证明横截异宿轨的存在性

,

然后给

出某等能面某 滋 ‘截面上的全局相图

二
、

方法的推广

现在对由近可积哈密顿系统经非正则变换所得到的非哈密顿系统 , 在未扰不动点是高阶

的条件下给出判别横截同宿轨和横截异宿轨存在性的条件

设连通开域犷〔 “ ,

〔
,

而平 犷 ‘

考虑在 中定义的两自由度充分光滑近

可积哈密顿系统
,

其哈密顿量为
‘ , 夕 , ,

一 。 , , 。汀
’ , 夕 , , 。 。

式中
, , 〔犷和

,

〔 为两对共轨正则变量
,

万
,

是 的周期为 二的函数 此系统

显然具有守恒量
口

当。 时
,

还有另一独立守恒量

换

厂 、

设 为平面
,

功上的连通开域 引进可逆光滑非正则变

、,产

、飞尹了

一
,

系统在变数
, , ,

, 〔 又 ’ 下为非哈密顿的

、口、子叮口尹二 ‘
口 义 , ,

苏 二 一一 , 蔺 一一一 了 一一一二六
夕 ,

‘ 口护 州
,

功
一 一一万二一 一 万 万一 一工万

人 戈甘 尸

口万
。 口

十
口万

产

日
。艺

口万
召

口

口万
口

。之

若在 的某边界点集占 巨
,

方程 , 的右边存在极限
,

则可对其进行连续 延拓
,

而将

方程的定义域扩大到 , 火 ‘ 上
,

这种扩张的意义主要在于占 义 义 中可能存在

感兴趣的不变流形

设连通子域 占 设在 火 夕 火 中
, 。 刀 。

时具有正的下确界
,

则对充分小

的 ,

必定
’ 。 笋 ,

故对月 。的值域中的内点
,

只要 。充分小
,

便可 从
‘

一 解 出定

义在 , 只 , 上 , 〔 是连通域 的 函数 、 , 夕 , ,

, 。 , , ,
‘

。 ‘ , , , , 。 一

将 的代入 以消去变元了,

并给出以 为参数的如下约化方程 这里将文 〔 的约 化 方

法推广到非哈密顿系统
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方法和圆型平面限制性三体问题的横截同宿研究
、 ‘ 月

一 ——
一

—一一一

一—

一

一
一, , , 任 ‘

对应的未扰方程为

刁
,

歹
、 卯迷红

业 旦竺 业
口 , 口夕 ’

口 义 , , 口 “

日 ,

对系统 再补充如下三点假设

对某 值
,

未扰系统 在 , 上存在可能为高阶的不动点
,

且 有一始末于它

的同宿轨
。 , 刀叹

当。充分小时有周期轨 ,
。

二 。 。 ,

夕。

的
,

与 。 对应 的稳定流形牙 夕 及不 儿 存在

定理 若系统 满足条件 、
,

并且函数 必然存在

口。 ,

‘卜悠
口。 汀

口。一 ”兀 蠢
一

卫豁上 ‘
。
‘“一“。

,
, “, ‘’“口

有简单零点
,

则 当。充分小时
,

系统
,

即 在等能面
‘

上含横截同宿轨 这里

是同宿轨
。 对应的守恒量 。

句
,

的值

证明 是二维非自治系统 在三维增广空间 , 又 内
,

作 。 映射尸里。

万 。
, 万 。 ,

其中万夕。 二 , 夕 , 〔 又 ‘ 授
, 二 对假设 中的

,

由条件 和

可知尸嗯。
有不动点川

。 。 。 ,

且存在其稳定和不稳定流形牙仁川 和 班 川
。 , 因

此仿照文 〕引理 的证明可得
,

在不仁汁
,

和班笔
,

上的轨道 笠
, 。 和

, 。 可

表示为

、十,

一曰

月言
, 口。 。 一 。 。 瑟

, 。 一

十 。

忿
, 。 二 。 一 。 。 犷

, 。 。

定义班曹灵
。 与研筐此

。 在万 仁点 。
处的差距

口〔 。,

任 一 ,

。 , 。 芯
。 一 忿 。 ·

。 ,

其中 竺 。 口。 , 。 ,

忿州
。

璧 。,

应的流形到达 弓。的路程最短 如图 所示

,

。 位于 。
在

。

处的法线上 ,

且沿对
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定义
。 。 , 。 , 一 二 。 , 。 ,

显然

。 二 立
。二

箭
‘ “

, “。 , “, “ ,““·

立
’”“

忿
, 。 , , 。 。。一 二二 一 二

,

仁
, , ,

, 夕。 。二 一

由 峨 得

万 一“叮

,

口
。

此处显然
, 。 , , 。 一 , 二 , 。 , , 。二 。。 ”,

川 臼 ,

叶

里
。, 。,

将 , 代入 得知 。,

存在且

△ 。
一一 。 。 , 。

考虑 非
。
的不动点 ,

故
。 。 ,

、
,

于是 和 给出
。 , 。 一 。 。 , 。 。 , 。么

此式表明 , 若存在某数天 使 。,

在
。

处有简单零点
,

则对充分小的 。 , 。, 。 必

在夕。 歹 习处有简单零点 , 从而定理 得证

为了讨论横截异宿轨
,

作如下 点假定

一 对某 值
,
未扰系统 在

,

功平面的
一

儿存在可能为高阶的不动点 和 九
,

且有始于 终于九的异宿轨 全 一 对
,

川
一

当 。充分小时有周期轨 , 。
夕 。 和 ,

。
力 。

‘ 。

句和
。

的 , 与 另 对应的不稳定流形才 ,
。

和稳定流形 研 六
。

存在

存在
。〔〔

, 二 ,

使得 ,
。

“ 和
,

“ 在 ‘ ‘映射 弓。下的不动点 , 盔和 , 象满

足条件 , 巍
, 。 ,

一 , 象
, 。 ,

定理 若系统 满足条件
,

并且函数

口。 ,

’一

溉
万

一 ”汀
贡

一

等
‘。 ,‘“一“。

,
,

一

“, ”“口

爪时

有简单零点
,

则系统
,

即 在等能面
“

上含横截异宿轨 这里 是与异宿轨 全

即 罗印 对应的守恒量
,

的值

证明 定理 的证明类似
,

只是应注意到条件 保证 中第一个等号的成立

本文定理 的 函数 虽然与文 〔刘在 维情况下的有关公式形式相似
,

但适用条件很不一样 文 〔 〕假定未扰哈密顿的有限不动点是二阶的
,

本文定理 则适用于

无穷远处的高阶不动点 本文定理 则更是过去未有过的

三
、

基本方程和未扰相图

考虑质量为 脚工和 用 的两个质点在万有引力作用下绕其质心 以角速度 。 相对于惯性系

叩 图 做圆周运动
,

考虑 在 和 。 作用下的运动
,

并假定 。。

是如此之小 , 以致可忽
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略 对。 和 的影响
,

并且其初条件取得使其永远限制在 和 认 的运动平面内 图 中
,

是随 和 。 一起相对于 牙歹转动的旋转系

￡一

图 圈 的情况

令。 。 。 ,

并取特征尺度 。 , 与恤之间的距离
, 。 和 进行物理 量的无量纲

化
, 于是在 翔中

, 。 的无量纲哈密顿量和运动方程为

护 一
抓

, 十

匀
一‘一 ,

,

。一
,

、 。 。

。一

价 匀
一 , 一

节
,

上 一 吕
一 一 一 转

, 一 。 。 一 一 。 一 。 “

一 一

一了万一 ,

夕

口打
夕, 一 一 万万一二

以 了
田

口汀
君

口一
,

, 万

口 万 一

‘
一等

一韶
式中 为 与 点之 间的距离

,

为
。
相对于 轴的转角 九和 为对应的正则动量

未扰系统 。 有两个独立积分 和月 。 , 系统是可积的
,

解是熟知的圆锥曲线

二 “ 一 。叻

夕
,

二 价
‘

一 。

叻
、

其中
, 。 斌 石沪丽可

,

功为惯性系 , 夕中 转过的角度 近地点取为 中二 。 ,

如图 所

示 未扰轨有四类 圆轨 一 一 尸 ,

椭圆轨 一 一 尹 一 ,

抛物轨 一

和双曲轨 一 在未扰圆轨和椭圆轨情况下
,

著 名的 八 定理 已描述了系统的扰动 特

征
,

因此本文主要讨论抛物轨和双曲轨的扰动特征 为了把无界轨变为有界轨
,

采用如下的

非正则变换 「 了

一 竺 二
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士土台 朱 如 曾 向 程

,
,

,

和 不变

” 化为
分 一大

六 。 ,

口
夕 伙

。

一资,
口 , 一

夕 义 一

口
一 兰裘‘

一 口 , 一 ,

其中
, 夕 , , 〔左 ‘ 并有左

‘
〔 戈 》 在

戈 一 习 , 铸

的条件下 , 、 可化为
一 ‘一

么大 义 一 口 口 二 一

其中
, , ,

句 动由守恒方程
‘

一 决定 未扰 。 方程为自治形式

口二 一 夕 一

, 一 二 一

其中
, 刀 , , , , 夕 ,

是守

恒量 为确保 能满足
,

本文只考虑

且 。的情况 未扰相图示于图 图中有一

条连接高阶不动点
, 的同宿轨

。

, , ,

其内为周期轨
,

其外则为连接高

阶不动点 。,

士功的异宿轨
,

在 火 轴上还有一

个不动点
。 , 。

由 方 程 一

一 二确定 圈 取定值时的相图
,

且

四
、

横截同宿轨的存在性证明

讨论图 中未扰同宿轨
。

幻所对应的扰动轨 在
,

介 平面上 , 此未 扰 轨 由

、 中取 一 , 即 所表示 显然 , 在 二 , 刀 平面上
, 夕。 ,

仍为 和

的平衡点
,

它就是定理 假设 中的周期轨 ,
。

对 。 映射 尸宫
。,

「 ’巳证明 , 。的局部稳定和不稳定流形牙
。 。 。

和 砰兮
。。 。

存在且为实解析的弧 ,

因此条件 满足 现对 。 计算 式 ,

并限于

由 和 并取价
一 。“ 得单调函数

。 。 , 、

“ 苗
。

苗 、 。 , , 。 、

口 价少 价一 下厂 七 甘十
一

万七 “

廿 ,
, 价 口一 ‘

吸廿 ,
‘ 、 ‘ ‘

将 对和 代入 ,

并注意到川
。 ,

故积分与积分限趋向“ 的方式无关
,

故

产口口飞
名 ’ “‘

、

一
‘且

尸万
。 ,

一 一 ‘

式中
“ 功 ‘ 一 。 〕
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令 二夕‘一 。, 和 分别化为

门口
,‘“。 ,

‘ ,一

二二
里
罕黔上〔

,

。 “ “

二 价 〕

中当被积函数的分母产 。 十 有零点时
,

积分无意义
,

这对应着。 与 姚接

近碰撞 为了将此情况排除
,

限定只考虑 一 斌了的情况 此时 给出

、 , 。。 。 。。 一 「
“

功
“ “。

〕
’ 。 , “

‘” “。 。

和 显然给出 利用 一

二 ,

口
。

勿 。 。 、

一 灰令止一 口二砰又铲。“ , 口。 ’
一石二耳万而可开石万下吓万汀

一 少兰迎翼犁冥一一 飞
‘

十 口十 口。 “ ‘ “

一 双万

民 。

八
』

。

了二于可针
。“ 口

飞产二丢 动石 丽 一 ‘ 」井一一
盯

。 ,

口

一 , 一 。口 牙万
“

和 给出在 。和 一 斌万附近的展开式

功 一 双万 一 双万
一 。 ,

△

,

一
‘

△ 一 双了 。 , 。
, 。

一 丫 凸 十 二 十
一

—丁一一一 口 一

十 口 口 , 凸
乙 艺

一 二 。 ,

式中 △ 十 斌百而 。 夕

二

姜一
。 ‘

口 。 ‘ ‘ 、“ 。 ,

此式给出

, 八 为关于 和 △的三阶以上小量 将 和 代入 给出

夕。一 二 斌万 一

斌了
“ 斌万

。 , 。 二 一
。一毗

‘ 一扩 会

这表明
,

至少存在
, 使得当一 一 斌百 一 斌百时

, 口 。 , 。

】二 二 笋 。,

从而
。 二是

。 ,

的简单零点
,

于是可由定理 得知系统存在横截同宿轨 因此下面的定理

成立

定理 对圆型平面限制性三体问题
,

必存在正 数 。,

使得对每一个满足不等式

十 斌万 斌了的数
,

都可找到正数。。 ,

只要 。 。成 。。 ,

那么等能面
‘

二 上便存

在横截同宿轨

横截同宿轨的存在保证了 ‘ 截面上的同宿穿插现象
,

还可进一步证明一定存在

马蹄
,

我们将另文讨论
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朱 如 曾 向 程

五
、

横截异宿的证明和扰动相图

讨论图 中连结
,

功 , 和
, 一功的未扰异宿轨 翌 所对应的扰动轨 此

时应在 。 、 中取 一 , 即 显然在 二 , , 平面上 , 夕 和 仍为 和

的平衡点
,

它们就是定理 条件 中的周期轨 , ,

和协 因此
,

对任意
。,

有

乳二
,

空一
·

是。的偶函数
,

故 是 , 的偶函数
,

故条件 是成立的 因此对 抓

而言
,

定理 中条件 、 中除 外全部满足 现在假设条件 也成立
,

于是可用函数
。 , , 。 来判别横截异宿轨的存在性

仍限于
,

于是口他 此时
,

改为

功 功一 “
‘

“

改为
,

叻
‘ 。 , , “ 。

‘ 甲
。

「卜
一

“ 。 夕 口。 ““ 〕
“

其中
, 价 口

为了排除 式中分母为零的情况
,

限 于 讨 论 一 以 干百的 情 况 此时
,

二
,

给出
二 , ,

利 用 一

万斗
、 。 。

。 ‘ ’

“ “ ” 。 ,

仍由 表示
,

只是其中

式

, 口。 二

应 由 表示 和 给出在 。和 一 。

处的展开

价一

请
一

去
一

吕
。 。 , 。

十 一

口百二了 砰
口 十 口“ 气口 , 丛

△“

八 十 一芍了一

十
云

几
言一 宫了

, △

, ‘ , 。 ,

八
, 。

一 ” 以一 ‘ 一

兀
一 八一 口一

口 ”气口 , △ ,

式中八 一 。 ,

而 。 一 斌了平万 将 和 代入 得

孟 ‘“
, ‘, “ ,‘“

。一“ 几
一 。

一

余 ‘,
,

,
一

。‘“ ”

此式给出

现
,

, , , 。 。

产丽丁姓 仃。 , , , “ 。。一 二

从而类似于上节末
,

可用定理 给出如下定理

定理 对圆型平面限制性三体问题
,

任 给
,

必存在 。,

使得对每一个满足不

等式 一 一 动丁不诬 一 斌了平落的 都可找到正数。。 , ,

只要。 。《 。。 。 ,

刀
,

那么等能

面
‘

上便存在横截异宿轨 此处 扩一 一
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图 表示参数满足本文定理 和定理 的条件的某等能面某 尸嗯
。上的扰动相图 它关

于“ 轴的对称性来自方程 、 在变换
, 。,

” 朴 一 , 一 下的不变 性 , 图

的定性行为由 定理 ,

本文定理 和定理 所决定 在 。,

附近有复杂的同宿参插

现象

图 扰动相圈
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