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摘要　波和流相遇后, 经过相互作用产生稳定的波流场. 基于波作用量守恒原理, 本文提出了

解决 Stokes 波与指数剖面流同向或反向相遇过程中波传播特性改变问题的五阶理论, 给出

了这种相互作用前后波参数间的关系和相应流场的变化, 并与线性结果进行了比较. 结果表

明, 当波流同向时, 波变平缓; 当波流反向时, 波明显变陡. 随着波流强度的增加, 非线性的影

响变得越来越明显, 尤其当波同反向流相遇时, 波幅显著增大, 这时必须用非线性理论来考虑

波流相互作用的影响.
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引　言

海洋中的波在传播过程中时常会遇到大洋环流或由天文潮、风暴潮引起的流, 它们之间的

相互作用不仅改变了波的传播特征, 同时也改变了原先的流场. 对这一问题的深入了解, 有助

于我们更好地描述和预报复杂海洋环境中的海浪. 从实际应用的角度来看, 由于海洋工程师在

确定海工结构物所受极限载荷时, 需要事先适当选取设计波流参数, 因此对波流相互作用问题

的研究有助于提高海洋结构物设计的安全性和经济性.

随着人们对海洋的不断开发和利用, 波流相互作用问题受到了越来越多科学家的关注. 早

在六、七十年代, L onguet2H iggin s, Stew art [1 ] 和 Ph illip s[2 ] 就开展了大量的这方面的工作.

L onguet2H iggin s 和 Stew art 从能量平衡方程导出线性波与沿波传播方向变化的流相互作用

问题的摄动解, 其中流的变化通过较弱的沿垂直方向的上升流或从侧面的水平进流来实现.

Ph illip s 从移动介质中波列动力学的角度对波作用量守恒原理进行了全面阐述, 他指出, 作用

量守恒是波列动力学最简单的和最一般的表达, 在适当条件下, 这个原理适用于我们关心的

任何类型的波动, 不论是表面波、界面波还是短内波. 他们从研究中得到的基本结论是, 当波

流反向相遇时波幅增大, 反之, 波幅减小. B revik 等人[3, 4 ]实验研究了规则波与流相遇过程中

波的变形, 而 L am b rako s[5 ]实地观测了波流相互作用对随机波速度和波谱的影响. L i, Y. C.

和H erb ich [6 ]指出, Sk jelb reia 和 T such iya 独立给出了解决这一问题的 Stokes 三阶波理论, 但

是 T such iya 认为, 随着逆向流的增强, 波幅增大至一个峰值后不再增大反而减小, 这有别于其

他人所得结论. 为便于工程应用,L i, Y. C. [7 ]给出了沿不同角度传播的线性波与均匀流相遇



过程中波形和波谱的变化. Gudm estad 和 Karunakaran [8 ]全面论述了研究波流相互作用问题

的重要性和其在实际海洋工程结构物设计中的应用. 近年来,L i, J. C. 和 Chw ang [9 ]借助于符

号计算得到了非线性波与非均匀流共存场中的分析解, 同时指出非线性波流相遇过程中流引

起波幅的变化还有待于深入研究.

利用现有结果, 本文提出了 Stokes 波与沿水深方向指数廓线流相遇过程中, 波流非线性

相互作用对波传播特性影响的五阶理论, 并获得了波流相遇前后波参数的变化, 给出了这种非

线性相互作用对流场的影响. 通过与线性理论的比较, 我们获得一些对海洋工程应用有意义的

结论.

1　理论分析与计算

111　物理问题

通常, 实际海洋中的流随时间变化的特征尺度远比重力波的周期长, 因此我们可假设流

是定常的; 同时由于流在水平方向变化的特征尺度远大于波长, 我们可假设流的剖面仅沿垂

直方向变化. 行波与定常流相互作用的全过程可以概括为以下三步 (见图 1) : (a) 行波在静水

中传播, 流存在于另一相邻的区域内; (b) 波传入流所在的区域, 它们之间发生相互作用; (c)

形成稳定的波流场, 波和流共存.

图1 波流相互作用的全过程
Fig. 1 Process of wave 2 current interaction

Steady

wave 2 current f ield

Interaction

Current (only)

W ave (only)

　　我们的研究目标是: 给出静水中的波参数, 在波传入有流的区域后, 经过与流的相互作

用, 确定定常波流场中新的波参数.

112　定常波流场

为便于应用, 我们首先回顾一下现有的定常波流场中的分析解. L i 和 Chw ang [9 ]通过把

解展开为无量纲的波和流的特征参数 a (hk ) 和 Ε的级数, 提出非线性波与沿水深方向指数递

减剖面流共存时的五阶分析理论, 其中 h 为一阶谐波的波幅, k 为波数.

选取以波的相速度C 运动的坐标系, 整个问题可化成定常问题求解. 一般地, 采用流函数

形式的控制方程为

ý 2Ω= - 8 (Ω) (1)

其中 Ω为流函数, 8 为流诱导的涡量. 为固定自由边界, 可采用D ub reil2Jaco t in 变换, 把 坐标

y 看成坐标 x 和流函数 Ω的函数, 即 y = y (x , Ω) , 这样原控制方程可改写为

y x x y 2
Ω - 2y x y Ωy x Ω + (1 + y 2

x ) y ΩΩ = 8 (Ω) y 3
Ω (2)
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边界条件可叙述为, 在水面上压力为常数, 在水底质点法向速度为零. L i 和 Chw ang 把解展开

为均匀流动、纯波、纯流和相互作用项之和

y =
Ω
C

+ 6
5

i= 1
w i (x , Ω) a i + 6

5

i= 1
ci (x , Ω) Εi + 6

i+ jΦ 5

i, j= 1
n ij (x , Ω) a iΕj (3)

当 Ε或 a 趋于零时, 方程 (3) 即为纯波或纯流解, 其中纯波项的系数w i (x , Ω) 可由 Stokes 五

阶波理论 (H u i 和 T en t i[10 ]) 直接给出. 选取 8 = 8 0exp (ΩköC ) 其中 8 0 = ΕCk , 这与 Ph illip s[2 ]

指出的流的形式相同. 应该说明, 当 Ε为正时, 流与波同向传播, 当 Ε为负时, 流与波反向. 此流

沿水深方向的速度分布可表示为

U = ΕC exp (ky ) 1 -
1
2

exp (ky ) Ε+
1
4

ex p (2ky ) Ε2 -
3
4

exp (3ky ) Ε3 +
53
32

exp (4ky ) Ε4 (4)

这一流剖面与实际海洋中的流较接近, 在下面的分析中我们也采用了这一流形式. 借助于符号

计算软件M A TH EM A T ICA , L i 和 Chw ang 求得了分析解中未知的各个系数. 结果显示, 纯

流项的系数 ci (x , Ω) 可表示为 ci= A iexp ( iΩköC ) , 其中A 1= 1, A 2= 3ö4, A 3= 5ö6, A 4= 35ö32,

A 5= 63ö40, 而相互作用项的系数 n ij (x , Ω)我们在附录中详细给出.

有了以上分析解, 给定 x 和 Ω, 波流场中水质点的水平和垂直速度分量 u , v 可由下式求

得

u =
1

y Ω, 　　v =
y x

y Ω
(5)

为把结果表示在 Cartesian 坐标系中, 只需由方程 (3) 求得反函数 Ω= Ω(x , y )即可. 由于这一

解中 a 和 Ε是固定的, 因此 L i 和 Chw ang 的理论适用于波流相遇后稳定波流场的情况.

113　相互作用对波参数的影响

作用量守恒原理是由B retherton 和 Garret t 建立并完善的, 它可以广泛地应用于海洋学

的各种场合. 波作用量定义为波能密度 E 与波固有频率 Ξ 的比值, 即 E öΞ. Ph illip s[2 ]指出, 当

流非均匀时, 一般说来波与平均流动之间存在着能量交换, 故波能密度并不守恒, 但波作用量

是守恒的. 由于波的能量以群速度C g 传播, 定常情况下波流相互作用前后波作用量守恒的形

式可表示为

E
Ξr

(U m + C g r) =
E s

Ξs
C gs (6)

此方程可以用来确定非线性相互作用对波参数的影响, 其中注以下标 s 的量为波流相遇前静

水中的波参数; 没注下标和注以下标 r 的量分别表示波流相遇后在静止坐标系和随着沿水深

方向平均流U m 一起运动的坐标系中观察到的波参数.

我们知道, 在静止坐标系中观察到的波流相互作用后波的相速度 C 和群速度 C g 与动系

中的量 C r和 C g r并不相同, 但波高 H , 波长 L (或波数 k= 2ΠöL ) 却不随坐标系的选取而改变,

即有 H = H r,L = L r. 为简便起见, 定常波流场中的波高和波长我们统一记为 H 和 L . 相互作

用后动坐标系中的 C r和 C g r与作用前静水中的 C s 和 C gs形式相同, 可由 Stokes 五阶波理论

(H u i 和 T en t i[10 ]) 给出

C s = g ök s 1 +
1
2

a2
s +

1
2

a4
s , 　　C r = g ök 1 +

1
2

a2 +
1
2

a4 (7)

其中 as= h sk s.
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C gs =
dΞs

dk s
=

1
2

C sR gs, 　C g r =
dΞr

dk r
=

1
2

C rR g r (8)

其中R gs= 1+
5
2

a2
s +

9
2

a4
s 1+

1
2

a2
s +

1
2

a4
s , R g r= 1+

5
2

a2+
9
2

a4 1+
1
2

a2+
1
2

a4

如果我们把L i 和 Chw ang [9 ]给出的相速度写成沿水深方向的平均流速U m 和相对相速度

C r 之和, 即

C = U m + C r (9)

则沿水深方向的平均流速U m 可表示为

U m =
2
3 : g ök 1 +

4
3 : 19

5
a2 +

37
18:2

+
8153
900

a2: +

61
18:3

+
57
10

a4 +
1809
100

a2:2
+

437
81 :4

(10)

这同时考虑了波流相互作用对流剖面的影响. 上式中的一阶项 (2 Ε g ök ö3与 K irby 和

Chen [11 ]对任意剖面流U 给出的平均流速的一阶表达式U m = 2k∫
0

- ∞U exp (2ky ) dy 所得结果相

符合. 对频率而言, 方程 (9) 可改写为

Ξ = kU m + Ξr (11)

也就是说, 在静止坐标系中看到的波频率 Ξ 与在随平均流运动的坐标系中看到的波频率 Ξr

不相同, 这种现象称之为Doβpp ler 效应.

波数守恒是波运动学中的普遍守恒方程, 定常情况下, 它可表述为: 波峰进入某一区域的

速率等于其离开的速率, 即

C k = C sk s　　或　　Ξ = Ξs (12)

把方程 (7)和 (9)代入方程 (12) , 得作用前后波长的变化

L
L s

= 1 -
U m

C

- 2

R - 2 (13)

其中R = (1+ a
2
s ö2+ a

4
s ö2) ö(1+ a

2ö2+ a
4ö2)

把方程 (8) , (11) 和 (12) 代入方程 (6) , 并且注意到方程 (7) 和 (13) , 则相应的波高 (∝

E
1ö2)的变化可由下式求得

H
H s

= 1 -
U m

C

3ö2 2
U m

C
+ 1 -

U m

C
R g r

R gs

1ö2

R (14)

　　以上各式中的系数 R , R gs和 R g r反映了非线性的影响, 如果它们都取 1, 该理论即为线性

理论, 这与 L i, Y. C. [7 ]给出的线性结果相一致.

114　数值计算

要想明确波流相互作用对波运动性能的影响, 必须知道波流相遇后定常波流场中的摄动

参数 a 和 :. 由于涡量守恒, 流场中涡量的强度 8 0并不因波流相互作用而改变, 同时由方程

(12) 给出波数守恒, 故相互作用并不改变摄动参数 : (:= 8 0öC k ) , 因此唯一未知的参数为 a.

联立方程 (13)和 (14) , 我们有

482 力　　　学　　　学　　　报　　　　1996　年　第　28　卷



H öL
H söL s

= 1 -
U m

C

7ö2 2
U m

C
+ 1 -

U m

C
R g r

R gs

1ö2

R 3 (15)

另一方面, L i 和 Chw ang 给出波流场中的波高 H

H = 2ak - 1 1 +
5
3 : +

3
8

a2 +
153
56

a2: +
73
48

a4 +
3593
392

a2:2
(16)

静水中的波高H s

H s = 2a sk
- 1
s 1 +

3
8

a2
s +

73
48

a4
s (17)

联立方程 (16)和 (17) , 我们从另一个角度得到波陡的变化

H öL
H söL s

=
a
a s

R h (18)

其中

R h = 1 +
5
3

Ε+
3
8

a2 +
153
56

a2Ε+
73
48

a4 +
3593
392

a2Ε2 ö1 +
3
8

a2
s +

73
48

a4
s

易见, 方程 (15) 和 (18) 的右边相等, 即

a
as

= 1 -
U m

C

7ö2 2
U m

C
+ 1 -

U m

C
R g r

R gs

1ö2

R 3

R h
(19)

　　我们知道上式中的所有变量和系数都是 a s, : 和 a 的函数, 因此, 若已知 a s 和 : , 我们便可

以利用此式求得波流相互作用后的摄动参数 a. 由于这是一个非线性方程, 故可以用迭代的方

法求解. 首先假设 a 的初值并代入该方程右端, 求得新的 a , 如此迭代直至相邻两步迭代过程

中求得 a 的误差在我们允许的范围内. 从物理上讲, 当 as 和 Ε较小时, 线性结果和非线性结果

差别不大, 因此若把线性结果作为 a 的初值, 一般可以减少迭代所需的CPU 时间. 结果表明,

即使 as 和 : 较大时, 迭代也能很快收敛, 通常迭代100 步足以使得 a 的误差小于10- 6.

有了相互作用后的无量纲参数 a , 波流相互作用后的波长和波高易由方程 (13) 和 (14)

求得, 相应的流场可通过把求得的摄动参数代入方程 (5) 得到.

2　结果分析与讨论

211　波参数的变化

由方程 (13) 和 (14) , 选取不同的参数 as, 波流非线性相互作用引起的波长L öL s, 波高

H öH s 和相应波陡 (H öL ) ö(H söL s)随流强度的变化在图2 (a)～ 图2 (c) 中给出, 并与线性理论

所得结果进行了比较.

从图 2 (a)～ 图2 (b) 我们可以看出, 波流同向 (: 为正) 时, 波幅减小, 波长增大, 即波变平

缓; 反之, 波流反向 (: 为负) 时, 波幅增大, 波长减小, 即波变陡. 对于相同强度的波和流, 它们

反向时的相互作用比同向时更为明显. 这种现象可以从图2 (c)给出的波陡的变化看得更清楚.

如果反向流足够强, 以至于接近临界点U m = - C g r, 从理论上讲, 波的传播将被完全阻止, 而

波幅将趋于无穷大, 这是一种运动学上的极限, 实际上, 在达到这种情况以前, 波浪早已破

碎, 弱非线性理论在这一范围内已不适用.
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图2 (a)　波流相互作用对波高的影响
F ig. 2 (a)　Effect of w ave2curren t in teraction

on w ave heigh t

图2 (b)　波流相互作用对波长的影响
F ig12 (b)　Effect of w ave2curren t in teraction

on w ave length

图2 (c)　波流相互作用对波陡的影响
F ig12 (c)　Effect of w ave2curren t in teraction on w ave steepness

　　应该指出, 由于线性理论假设波陡无穷小, 故所得结果不依赖于波陡的变化, 而 Stokes 波

为有限幅波, 故所得结果随 a s 的不同而变化. 一般说来, 当波流同向时, 线性理论低估了波

高, 高估了波长, 故在这种情况下, 波陡的变化被低估了; 反之, 当波流反向时, 线性理论高估

了波高, 低估了波长, 相应的波陡被高估了. 波陡较小时 (如 as= 011) , 线性结果与非线性结果

很接近, 随着波幅和流强度的增加, 不考虑非线性相互作用而引起的误差越来越大. 概括地说,

非线性理论比线性理论更适合于求解大波幅时的波流相互作用问题.

212　对流场的影响

在海洋工程中, 人们最为关心的是结构物受到的最大剪切力和倾覆力矩, 因此我们侧重

分析波流相遇后稳定流场中的水平速度分量. 选取不同强度和沿不同方向 (同向和反向) 传

播的波和流, a s= 011, 013; := ±0105, ±011, 我们在图3 (a)～ 图3 (h) 中给出了波峰和波谷下

质点的水平速度 u, 图中水深 y 和水平速度 u 分别以静水中的量 k s
- 1和C s 无量纲化. 为明确波
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图3 (a)　波流相互作用对流场的影响(as= 0. 1, Ε= 0. 05)
F ig13 (a) 　Effect of w ave2curren t in teraction on flow

field (as= 0. 1, Ε= 0. 05)

图3 (b)　波流相互作用对流场的影响(as= 0. 1, Ε= - 0. 05)
F ig13 (b) 　Effect of w ave2curren t in teraction on flow

field (as= 0. 1, Ε= - 0. 05)

图3 (c)　波流相互作用对流场的影响(as= 0. 1, Ε= 0. 1)
F ig13 (c) 　Effect of w ave2curren t in teraction on flow

field (as= 0. 1, Ε= 0. 1)

图3 (d)　波流相互作用对流场的影响(as= 0. 1, Ε= - 0. 1)
F ig13 (d) 　Effect of w ave2curren t in teraction on flow

field (as= 0. 1, Ε= - 0. 1)

图3 (e)　波流相互作用对流场的影响(as= 0. 3, Ε= 0. 05)
F ig13 (e) 　Effect of w ave2curren t in teraction on flow

field (as= 0. 3, Ε= 0. 05)

图3 (f)　波流相互作用对流场的影响(as= 0. 3, Ε= - 0. 05)
F ig13 (f) 　Effect of w ave2curren t in teraction on flow

field (as= 0. 3, Ε= - 0. 05)
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图3 (g)　波流相互作用对流场的影响(as= 0. 3, Ε= 0. 1)
F ig13 (g) 　Effect of w ave2curren t in teraction on flow

field (as= 0. 3, Ε= 0. 1)

图3 (h)　波流相互作用对流场的影响(as= 0. 3, Ε= - 0. 1)
F ig13 (h) 　Effect of w ave2curren t in teraction on flow

field (as= 0. 3, Ε= - 0. 1)

流相互作用对波运动性能的影响, 忽略相互作用 (即完全不考虑作用前后波参数的变化) 和用

线性方法考虑相互作用而得到的质点速度也在中给出.

从图3 (a)～ 图3 (h)中我们可以清楚地看到, 反向相遇的波和流使得水平速度显著增加, 而

同向相遇的波和流则使得水平速度减小. 由图可见, 线性理论在自由表面附近引起的误差最

大, 随着水深的增加这种误差迅速减小, 在水深为1ö3波长处, 其结果几乎与非线性结果相一

致. 这是由于波和流的速度随水深指数递减, 它们之间的相互作用也相应递减.

一般说来, 流越强或波幅越大, 波流非线性相互作用的影响也越明显. 另一方面, 当波诱导

的速度与流诱导的速度近似相等但方向相反, 即它们的作用几乎相互抵消时, 没有计及波流相

互作用而引起的相对误差急剧增加, 但绝对误差依然较小 (见图3 (c) 和图3 (d) ). 当波流较弱

时, 由于非线性的影响不明显, 线性方程得到的质点速度与五阶理论得到的结果符合得较好.

然而, 当较陡的波与反向传播的流相遇时, 相互作用会非常显著地改变流场, 即使流较弱 (见图

3 (f) ) , 线性理论引起的误差也可能超过30% , 如果同时流又较强 (见图3 (h) ) , 这种误差迅速增

加, 线性理论将不再适用. 这种现象的产生是由于非线性效应非常明显, 波高的微小差别都

可以引起流场的急剧变化.

总之, 本文对海洋工程中经常遇到的, 波与同向或反向传播的流的相互作用问题进行了

探讨. 从波作用量守恒出发, 我们分析了非线性波与非均匀流相互作用前后波参数的变化和

相应流场的变化, 并对线性理论引起的误差进行了评估. 当然, 当流与波成一定角度传播时,

引起的波的折射问题还需进一步研究.

附　录

定常波流场摄动解中相互作用项系数 n ij (x , Ω) 可表示为矩阵 S ,M ij和 E 之积, 即 n ij = S M ij E , 其中

S =
(co s x 　co s 3x 　co s 5x ) , 　　i 为奇数

(1　co s 2x 　co s 4x ) , 　　　 i 为偶数

E = (eΩköC　e2ΩköC　e3ΩköC　e4ΩköC　e5ΩköC ) T

882 力　　　学　　　学　　　报　　　　1996　年　第　28　卷



　　M 11=

0 5ö3 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

M 21=

0 0 16ö9 0 0

0 2ö5 9ö5 0 0

0 0 0 0 0

M 12=

- 35ö12 0 35ö12 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

M 31=

- 887ö180 - 15ö8 3ö5 2233ö360 0

0 0 67ö105 1759ö840 0

0 0 0 0 0

M 22=

0 - 35ö12 0 175ö36 0

0 - 617ö300 28ö25 889ö180 0

0 0 0 0 0

M 13=

- 7ö18 - 175ö36 21ö4 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

M 41=

0 - 887ö180 - 4 4ö5 1681ö225

0 - 643ö252 - 53ö20 176ö105 10

0 0 0 2494ö2835 478ö189

M 32=

- 126161ö21600 - 887ö108 - 2367ö200 209ö75 11089ö480

0 0 - 191099ö117600 10837ö3675 8783ö1120

0 0 0 0 0

M 23=

0 - 7ö18 - 280ö27 0 12

0 - 6163ö6750 - 2023ö250 63ö25 427ö35

0 0 0 0 0

M 14=

- 203ö432 - 35ö54 - 1225ö144 0 77ö8

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
其中上标 T 表示原矩阵取转置.
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APPL ICAT ION OF CONSERVAT ION LAW OF W AVE

ACT ION FL UX TO W AVE-CURRENT INTERACT ION

W ang T ao　L i J iachun
( Institu te of M echan ics, CA S , B eij ing 100080, Ch ina)

Abstract　W hen su rface ocean w aves are in tercep ted by cu rren ts, the in teract ion betw een

them takes p lace and finally a steady w ave2cu rren t coex ist ing flow is fo rm ed. Based on the

p rincip le of con servat ion of w ave act ion flux, a f if th2o rder theo ry to so lve the p rob lem of in2
teract ion betw een Stokes w aves and exponen t ia l p rofile cu rren ts is p ropo sed in th is paper.

T he varia t ion of w ave param eters du ring the in teract ion p rocess is a t f irst stud ied, and the

co rresponding flow fields are ob ta ined, then the resu lts are compared w ith linear ones. It is

show n that w aves are steepened m arkedly w hen w aves p ropagate again st cu rren ts and fla t2
tened w hen w aves travel w ith cu rren ts. A s the w ave amp litude and the cu rren t st rength in2
crease, the effects of non linearity becom e mo re p rom inen t, and the erro rs cau sed by neglect2
ing non linear effects grow up rap id ly. If the adverse cu rren t is st rong enough, the erro r is so

large that the linear theo ry can no t be app lied any mo re.

Key words　Stokes w ave, exponen t ia l p rofile cu rren t, w ave2cu rren t in teract ion
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